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Capitolo |

Grandezze Fisiche e Misure

1 Grandezze fisichelLa Fisica € una scienza che studia i fenomeni naturali egpdio il
metodo sperimentaldl cuore di questo metodo consiste nell'individuare legi@zze che pos-
sono individuare in maniera completa il fenomeno stessaiewsrne quindi una descrizione
il piu possibile oggettiva e quantitativa.

Prendendo come esempio la caduta di un oggetto pensiamalnatate alla sua posizione
che varia nel tempo e intuitivamente siamo portati a meiterelazione la posizione nello
spazio con il tempo che trascorre. Posizione e tempo sonsemmo di grandezze fisiche.
La misura di queste grandezze richiede in generale deglispgtrumenti: in questo caso il
minimo € un metro per la misura della posizione e un orolpgiola misura del tempo.

2 Dimensioni Nella Fisica che studieremo in questo corso, avremo a cleecfam tre
differenti tipi di grandezze fondamentali, a ciascunaelgliali associamo urdimensionehe
viene indicata fra parentesi quadre:

1. lunghezzel |
2. tempi,[T]
3. masseM]

3 Unita di misura Ciascuno di questi tipi di grandezza richiede un differeige di
strumento per la misura: il metro per le lunghezze, I'oradquer i tempi e la bilancia per le
masse. Per ogni grandezza fondamentale esistamnpionee I'unita di misura e riferita al
campione. Nel sistema internazionale (Sl) le unita di masono

e per le lunghezze il metro (m)
e peritempiil secondo (s)
e per le masse il chilogrammo (kg)

Il sistema cgs utilizza invece il centimetro (cm) e il gramgpper le lunghezze e le masse.
Il centimetro e la centesima parte del metro e il grammo l&esima parte del chilogrammo.

4 Grandezze derivate Un’area si misura in metri quadri (e le sue dimensioni sono
[L]2. Il volume in metri cubi ( m) e le sue dimensioni sorjb]3. La densita si misura in kg/™n
e le sue dimensioni soriM][L] 3. E’ importante ricordare che si possono paragonare, som-
mare e sottrarre solo grandezze della stessa dimensioéo@me). || controllo dimensionale
di una formula e fondamentale per evitare errori.

Vi sono altre unita di uso corrente. Per esempio il volumaisura anche in litri. 1 litro =
0.001 n?. Ma le sue dimensioni sono naturalmente senfipfe
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CAPITOLO I. GRANDEZZE FISICHE E MISURE

| rapporti di grandezze omologhe non hanno dimensioni e senglici numeri.
Gli argomenti delle funzioni trigonometriche, logaritragponenziali devono sempre esse-
re numeri. Non ha senso calcolare il seno di una lunghezzawadmassa.

5 Multipli e sottomultipli

centi (102), abbreviato con c¢: cm

milli (10~3), abbreviato con m: mm, mg, ms
kilo (10%), abbreviato con k: km, kg

micro (10°9), abbreviato cop: um, ps

mega (16), abbreviato con M

nano (10°), abbreviato con n: nm, ns

giga (10), abbreviato con G

pico (10-12), abbreviato con p: ps

tera (132), abbreviato con T

Accanto a questi multipli e sottomultipli ne esistono maltri di uso corrente: il minuto
(60 s), I'ora (60 min=3600 s), la tonnellata (1000 kg, us&fzoato del Mg), ecc.

6 Leggi fisiche Quando la fisica studia un fenomeno essa si propone di otteletie
leggi a partire dalla misura delle grandezze fisiche chedori@no. Queste leggi servono poi
a predire come avverranno dei fenomeni similari. La proce@er ottenere una legge € grosso
modo la seguente. Restando sull’esempio della caduta g®j studiandone la caduta da varie
altezze misurandodati sperimentalisi passa a scrivere ufi@mulache descrive bene tutte
la cadute osservate, permettendoci di sapere quanto téegpo impiega per cadere da una
determinata altezza. Tuttavia la formula a questo punt@dsp non ha alcuna utilita pratica
dato che noi abbiamo gia misurato i tempi di caduta dallee\atezze e quindi li conosciamo
in partenza senza bisogno della formula. 1l passo sucaegslvpromuovere la nostra formula
alegge fisicaossia di ipotizzare che abbia valore anche per tutte lateathualtezze che non
abbiamo misurato.

Evidentemente questa ipotesi deve essere verificata. Dovgeindi andare a vedere se
compiendo successive misure essa rimane valida, ossia seadrdo fra i nuovi valori delle
grandezze misurate e quelli predetti dalla formula. Sebato non esiste la legge non e valida
e la nostra formula non avra kiatusdi legge fisica. Questo in genere non inficia le misure
precedenti e la validita della formula, che pero rimangliapbile solo a un sottoinsieme del
fenomeno. Diciamo “in genere” dato che qualche volta cagita ripetendo una misura si
scopra che sono stati fatti degli sbagli nelle misure precgd

Si vede subito che non & mai possibile pretendere che uga f&ica sia esatta dato che
una sola misura potrebbe invalidarla. Si vede anche int&untente che possiamo definire una
legge tanto piu “solida” quanto € maggiore il numero diifigiie a cui & stata sottoposta con
successo. Occorre anche dire che questa procedura, ndtakisita, € da tempo alla base di
gualunque scienza quantitativa, naturale e non.

Se un esperimento € in contraddizione con una legge fisiesotidata, prima di grida-
re alla scoperta e doverosa un’accurata verifica dei detoiti e della procedura di misura
seguita. Nonostante il pubblico sia portato a pensare ey il fisico € molto spesso piu
interessato a smontare una legge o una teoria fisica checalt@érvazione” della stessa. Ma
spessissimo quella che si pensa essere la scoperta dediiratidita di una legge e solo un
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CAPITOLO I. GRANDEZZE FISICHE E MISURE

errore sperimentale. Ci sono molti esempi recenti di quigto (ricordate per esempio la
“Fusione fredda”?)

7 Accuratezza di misura Da quel che si e detto sopra I'accuratezza delle misura-sper
mentali &€ d'importanza capitale in Fisica. Si capisceitivamente che da un lato una grande
accuratezza permettera delle predizioni piu precisgos€ossimo in dubbio quale fra diffe-
renti leggi fisiche meglio descrive un certo fenomeno, quamgliore sara I'accuratezza delle
misure, tanto piu facile sara la scelta. Purtroppo tigtagppiamo dalla nostra esperienza che
ogni misura e affetta da incertezze ed errori che la rendwaaxurata.

E’ importante quindi dare una definizione quantitativa’dedertezza allo scopo, ed esem-
pio, di paragonare la bonta di due diverse misure, per pmerare di minimizzarla con
un’adeguata procedura sperimentale e anche per sviluppglieri strumenti.

8 Importanza degli strumenti Se vogliamo misurare la lunghezza di un oggetto o la
distanza fra due punti non troppo lontanti e non troppo viairlizzeremo un metro. Un
comune metro da sarto ha graduazioni ofyai centimetro (Fig. 1). Sara difficile misurare
qualcosa con una precisione migliorédi cm a meno che, ed esempio, I'oggetto da misurare
non corrisponda esattamente a una tacca del metro. Anchiestaicaso puo sorgere il dubbio
che il metro da sarto possa cambiare di lunghezza se viene pieno teso. Chiaramente il
metro a nastro metallico mostrato nella stessa figura sedilonggliore accuratezza dato che
ha graduazioni ogni millimetro ed € meno deformabile defronda sarto.

Fig. 1

Se vogliamo una precisione migliore del mm occorre uno stntmcome il calibro (Fig.
2) con il quale possiamo misurare le frazioni del mm. Il caituttavia ha la limitazione che
si adatta a misurare solo oggetti piccoli, come appunto leete

E’ quindi importante tenere a mente che la prima regola eeljlgere lo strumento adatto.

9 Erroridimisura Introduciamo a questo puntelrore di misura che e semplicemente
la differenza fra ilvalore verodi una grandezza e ylalore misurato Questa grandezza non
puo essere conosciuta nel senso usuale del termine, datwcbrerebbe sapere il valore vero,
ma questo e ignoto. L'errore puo quindi essere solo stingatino dei punti fondamentali della
cosiddettdeoria degli errorista appunto nell’ottenere tale stima.

Indicheremo cordx I'errore sulla grandezza Per esplicitare brevemente sia il valore
misuratoxg che l'errore, scriveremo

Xo = OX
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Il significato di questa notazione € che il valore vero dghandezza € compreso nell’inter-
vallo

Xp — OX < X < Xp+ OX

intervallo aTconfidenza

con “ragionevole certezza”. Una certezza ragionevole sigpificare ad esempio il 95%.
E’ naturale che ingrandire l'intervallo significa anche amtare la certezza che il valore
vero cadra al suo interno. Tuttavia un intervallo eccesagnte grande non da una buon
informazione.

10 Errore relativo Dividendo I'errore (preso positivo) per il modulo della gdezza
misurata abbiamo I'errore relativo. Consideriamo ad esemp

x=9.81+0.3 y=-314+05

Gli errori relativi sono

g =0.03=3%
X

6_y =0.16=16%
ly|

L'errore relativo permette di paragonare la qualita dedlsure di grandezze differenti. Invece
di dare l'errore relativo in percento, nel caso di misureltdi precisione si usa darlo ppm
parti per milione. Per esempio il numero di Avogadro & nato ana precisione relativa di 0.6
ppm. La massa dell’elettrone con 0.3 ppm. La costante ditgone con solo il 0.013 %.

Per molti scopi correnti, una misura con precisione redatell’l % e da considerarsi
buona.

11 Cifre significative E’ chiaro che non ha molto significato scrivere
(1) m=12245+0.3 kg

Essendo I'errore stimato di 0.3 kg, le cifre significative lsemassa sono in numero eccessivo.
Infatti esse specificano il valore della massa fino al gramneatre I'errore € di ben 300
grammi. E’ quindi piu corretto scrivere 12+ 0.3 kg, o al massimo 124+ 0.30 kg. Per lo
stesso motivo non ha senso scrivere un errore con piu diitteesignificative.
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12 Misure consistenti e nonSupponiamo di avere due misure distinte della stessa gran-
dezza

40+5
42+8

Dato che i due intervalli di confidenza si sovrappongonoalbxe vero pud essere contenuto
in entrambi e quindi diciamo che non vi e discrepanza frauke mhisure. Viceversa

35+3
44+ 2

sono inconsistenti. In tal caso almeno una delle due missteagliata oppure gli errori sono
stati sottostimati.

13 Tipi dierrori Dividiamo gli errori di misura ircasualio statisticie sistematici

14 Errori casuali o statistici Immaginiamo di far ripetere la stessa misura di lunghezza
con lo stesso strumento a dieci sperimentatori distinfeddndo a ciascuno di darne la sua
migliore stima. Avremo dieci valori che non saranno tuttual La diversita traduce il fatto
che ciascuno ha commesso un errore differente nello stim&raghezza. Se facciamo ripete-
re la misura troveremo che spesso lo stesso sperimentatondrovera il valore precedente:
gli errori sono casuali. A volte si trovera un valore inégg a quello vero, a volte superiore:
gli errori possono quindi essere positivi 0 negativi. llora medio degli errori casuali su un
numeroN molto grande di misure sara quindi zero:

1 N
2) X = N i;EM, =0 N molto grande

15 Errori sistematici Abbiamo un errore sistematico tutte le volte che misuriamnal-q
cosa con uno strumento di costruzione imprecisa o di fuszrento difettoso. Ad esem-
pio, utilizzando un metro “lungo” le nostre misure saranistesnaticamente piu piccole della
realta. Una bilancia difettosa fornira pesi sistematieate maggiori del vero. In altri casi sara
'uso improprio dello strumento a falsare le misure. Ne egue che se facciamo la media
degli errori sistematici di molte misui¢ il risultato

x-1vs
X = — X # 0
N2,

L'errore sistematico si riduce con una verifica accurataid#gimenti e delle tecniche di
misura.

16 Un buon esempio per illustrare gli errori casuali e sistéchatmostrato nella Fig. 3
in cui vediamo i risultati di 20 tiri su un bersaglio. A simiat benché il tiratore mirasse esat-
tamente al centro, errori casuali hanno reso il tiro imgecBi vede che i colpi si addensano
verso il centro del bersaglio, ma tuttavia ne possiamo teoaache alcuni piuttosto lontani dal
centro.

La situazione € diversa nel disegno a destra. Ci rendiarbitosaonto che i tiri sono
sistematicamente spostati verso destra e verso I'altoudstq caso il fucile o il mirino ha un

7



CAPITOLO I. GRANDEZZE FISICHE E MISURE

difetto di regolazione. Oltre a questo errore sistematidmamo gli errori casuali come prima,
che provocano la dipersione dei colpi. La dispersione npiu@ttorno al centro ma attorno
alla direzione “sbagliata” dovuta all’errore sistematico
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Fig. 3

17 Errori su somma e differenza di grandezzeSupponiamo che la grandezzaia la
somma di due grandezze= y. Chiamiamodx e dy gli errori sui valori misuratx ey. Quale
sara l'errore s@ = x+Yy?

Un caso estremo lo abbiamo quando le misur¥ diY assumono i valork+ ox e y + dy.
L'altro caso estremo si ha pear— dx e y— dy. Si vede quindi che € certamente compreso
nell'intervallo x4y =+ (dx+ dy). Possiamo quindi dire che I'errore sulla somma & la somma
degli errori.

Se consideriama = x—y i casi estremi si hanno questa volta per 0x ey — dy e per

x—&x ey+ dy. Cosi anche per la differenza di due grandezze I'errorengpse dato dalla
somma degli errori.

18 Somma quadratica degli errori La regola di somma semplice degli errori & pessi-
mistica se abbiamo a che fare con errori casuali. Una spmuaintuitiva € che sara poco
probabile che le due misure abbiano fluttuato contemporantndalla stessa parte. Si puo
dimostrare che la formula corretta € quella dstlanma quadraticdegli errori:

d(X+Y) = /X2 + Oy?
(3) d(Xx—y)=+/OX2+dy?2 e, ingenerale
d(X1+Xo+ -+ +Xny) = \/Bx%+6x§+-~-6xﬁ

Per quanto possa sembrare paradossale, la somma quagoateca delle semplificazioni

rispetto alla somma semplice. La somma quadratica degli@sempre inferiore alla somma
semplice.

Per indicare la somma quadratica degli errori useremo k@zimte seguente:

4) O0Z=0XDOYD--- D OW
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19 Propagazione degli errori Supponiamo di misurare un tempma di essere interes-
sati a conoscere lo spazixhe si ottiene dal tempo attraverso la formulag(una funzione
nota):

(5) s= f(t)
Come si ripercuote sullo spazio I'errore sul tempo?
Se invece dt misuriamat + &t avremo
s= f(t)
(6) g = f(t+at) da cui I'errore
ds=¢ —s= f(t+at)— f(t)

Possiamo quindsempre usare la formula (6) per calcolare la propagazione detiterr Se
vogliamo I'errore relativo bastera dividere er

20 La (6) si puo mettere in una forma che in certi casi e piu @danimmaginando che
I'errore ot sia un infinitesimo. In tal caso sostituendto—- dt possiamo scrivere

85— F(t+8)— f(t) = (f(t+d;)t_ f(t>) dt

(7)
= f'(t)at

dove abbiamo indicato coff la derivata primadi f.
Esempio:

_ 1
S= 2gt
0s = gt ot

(8)

21 Propagazione dell’errore relativo Per calcolare I'errore relativo, osserviamo che,
ponendoy = Inx,

OX
9 Oy =9(Inx) = ”
per cuil’errore relativo su una grandezzae uguale all’errore sul suo logaritma Applican-
do la regola alla formula (8) (ricordiamo chetfn= 2Int) possiamo scrivere

Ins:ln} +Ing+2Int
2 g

6—: = 9(Ins) = 23(Int) = 2?

come si poteva anche trovare per via indiretta calcolan@pportods/s. Il “2” viene dal fatto
che nella (8) il tempo compare all& Botenza. E’ quindi naturale che un dato errore relativo

sul tempo si ripercuota in modo amplificato sullo spazioeVfahverso: se avessimo misurato
lo spazio per ottenere il tempo avremmo trovato

6t_1 0s

t 2 s

9
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22 Funzioni di piu variabili Se la grandezza da misurare ottenuta come funzione di
piu variabili misurates;, la regola dell’errore si generalizza nel modo seguentda Sariare
ciascuna delle variabili del suo errore tenendo fisse tatédtte. Matematicamente equivale a
calcolare lederivate parzialirispetto a tutte le variabili ottnendo il contributo alfere diy di

ciascuna: 51
oy = ’6_)(,' OXi

Abbiamo quindiN errori suy che sono fra loro indipendenti. L'errore totale si ottieoens
mando (in genere quadraticamente) gli errori parziali:

of
oy = P

f
OX1 @ a—

aXZ 6XN

of
6)(2@...@'m

23 Casi particolari Spesso capita chesia una funzione particolarmente semplice delle
grandezze direttamente misurabili. Ad esempio una dessititiene faccendo il rapporto di
massa e volumep = M /V. Applicando I'Eq. (9) abbiamo

Inp=InM—InV
3 _M v
P MV

Quindi in questo caso l'errore relativo € semplicementsdmma (quadratica) degli errori
relativi dovuti alle varie misure.

24 Distribuzione degli errori casuali Torniamo all’esempio del tiro al bersaglio, e ri-
portiamo in un grafico gli errori osservati orizzontalmelutego x in 20 tiri. Nella Fig. 4 in
alto ogni errore e riportato con un tratto verticale. Veddieche gli errori si addensano intorno
allo zero. Il grafico di mezzo e ustogramma l'intervallo di x & stato diviso in 20 segmenti
(ciascuno € quindi largo 0.5) e sull’agsgportiamo quante volte un errore e caduto all'interno
di ogni segmento. Vediamo che per 6 volte gli errori sono @& € 0, e per altre 6 volte fra
0 e 0.5, a conferma dell’addensamento attorno allo zerosfQu&ogramma si chiama anche
distribuzionedeqgli errori.

Infine nel grafico in basso é riportata la distribuzione rasacdi 10000 tiri: l'istrogram-
ma ha una forma caratteristica e molto regolare, approssib@ne dalla funzione gaussiana
tratteggiata. In effetti quasi tutti gli errori casuali sego questa distribuzione. essa e carat-
terizzata da un valore medio (la posizione del picco) e dalkddettadeviazione standard
indicata spesso con la letteva Dato che I'errore medio della distribuzione & nullo (vEd.
(2)) esso non contiene informazioni utili. La deviaziorestard, € la media dei quadrati degli
errori. In questo modo tutti gli errori positivi 0 negativratribuiscono nello stesso senso:

1 N
(10) 0°==-5 0’ perN— o
N2

SeN non e molto grande la formula da un risultato approssimmascomunque € assai utile
per valutare I'entita degli errori in una serie di misureelld figura la distribuzione ha esatta-
menteo = 1, mentre se la calcoliamo sui primi 20 tiri troviaroo= 0.7628. Con 10000 tiri
I'approssimazione e ottimax = 1.011.

10
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Fig. 4

25 Distribuzione normale degli errori La distribuzione normale degli errori (o distri-
buzione di Gauss) € mostrata in Fig. 5 per il caso & 1. Perc maggiori o0 minori di 1 la
curva rispettivamente si allarga o si restringe, manteogrdo la stessa forma. Se sull'asse
orizzontale riportiama/o la distribuzione di Fig. 5 ha validita universale. L'aredate sotto
la curva rappresenta il numero di misure (e quindi di err@dl) € normalizzata a 100. L'area
della zona compresa tra -1 e 1 vale 68 ossia il 68 % del totadaim® quella compresa fra -2
e 2 e il 95 %. Questo vuol dire che compiendo una misura alibiarprobabilita del 68 %

di compiere un errore inferiore@in valore assoluto, e quindi del 32 % di trovare un errore
maggiore. La probabilita di trovare un errore inferiorevalore assoluto a® e invece del

95 % e quella di fare un errore maggiore € il 2005 = 5%. Le percentuali 68 % e 95 %
corrispondono divello di confidenzalella misura. Si puo costruire una tabellina che mette in
corrispondenza I'intervallo di errore con il livello di chidenza:

11
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intervallo — 0,0 — livello di confidenza 68%
intervallo — 20,20 — livello di confidenza 95%
intervallo — 30,30 — livello di confidenza 9% %

Per chiarezza si dovrebbe citare sempre il livello di comizdea cui un certo errore si riferisce.
Scrivendo ad esempio clxe= 137+ 6 con la confidenza del 95 % questo corrisponde a dire
che 6= 20 e quindio = 3. La convenzione corrente € di dare come errore praprigenza
citare il livello di confidenza (che in tal caso € il 68%): siigera allorax = 137+ 3. E’ chiaro

che se conoscianme gli errori sono normali (gaussiani) possiamo calcolagogre il livello

di confidenza partendo dalla curva di Fig. 5 o usando apptaditdie.

40 |-
30 -

20 |-

Fig. 5

26 Valor medio Si dimostra che, avendo effettudtbmisure di una grandez2é e se
gueste sono affette da errori casuali, la migliore stimavdére vero si ottiene facendo la
media:

1 N

(11) X= Ni: Xi

Da quale errore e affetto il valor medio? Applichiamo laakegdella somma quadratica
degli errori al valor medio. Teniamo conto del fatto cheridee sara verosimilmente uguale
(dx) per tutte le misure per cui I'errore sulla somma sg?@ixi saray/N dx. Allora:

OX 0, Spesso

1
12) VN
VN
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Si vede quindi che ripetendo la misura possiamo ridurrediercasuale a piacimento fino
a renderlo trascurabile. A questo punto 'incertezza darainata dagli errori sistematici.

27 Stimare l'errore dai dati Possiamo utilizzare la media quadratica (10) degli errori
per stimare la deviazione standard se non €& nota a priorr dape una verifica. Tuttavia
per calcolare gli errori occorerebbe conoscere il valom ¢kella grandezza (che € ignoto).
Assumiamo quindi di poter sostituire al valore vero il vatioedio delle misure:

OXj = Xj — Xvero — Xi — X

In tal caso si dimostra che la migliore stimaadi& data da
2.2 12 2

13 ~ = — i — X

(13) o N _1i:§ (X —X)

dove notiamo che la media viene fatta non sillenisure ma siN — 1. SeN & abbastanza
grande la differenza non e importante.

28 Misure di conteggio Nei casi precedenti abbiamo considerato che la grandezza mi
surata fosse una variabib®ntinug magari limitata a un certo intervallo ma che entro questo
potesse assumere qualsiasi valore. Vi sono delle grandbezessumono invece valaliscre-
ti. Un esempio € il lancio di un dado, o di una moneta. Nel primsocvi sono 6 possibili
risultati, nel secondo solo 2. Un altro esempio € il coniegly quante volte si verifica una
determinata situazione in un certo tempo: per esempio ilanardi studenti che si laureano
nell’anno & una variabile discreta.

Non vi e errore nell'osservazione dei lanci di una monetaumalado (a meno che uno non
sia molto miope o molto distratto). Quindi un “2” € un “2” e'4ta” e realmente “testa”. Allora
dove si nascondono le incertezze in questi tipi di esperira¢trima bisogna domandarsi cosa
misurano gli esperimenti di conteggio.

In esperimenti di conteggio come questi, I'incognita erababilita che un certo fenomeno
avvenga. Ad esempio si puo voler verificare se abbiamo aarieecbn una moneta “onesta”,
ossia una in cui la probabilita di fare croce sia la stesgarditesta. Oppure vogliamo sapere
qual & la probabilita che in un certo anno accademico wndesite si laurei e magari vedere se
I'anno dopo la situazione & migliore o peggiore.

Come si calcola la probabilita di avere un determinatdtaso (evento)? Come si calcola
il livello di confidenza in tali casi? Faremo due esempi intaoti:

e la distribuzione di Bernoulli

e la distribuzione di Poisson

29 Distribuzione di Bernoulli Questa distribuzione si applica ai casi, come il lancio di
una moneta, in cui ci sono due risultati possibili: li chiaemo convenzionalmente testa e
croce. E’ importante che un risultato non debba influenzatgcicessivo: come si dic#caso
non ha memoria

Sep e la probabilita di avere testa dopo un lancio, ci aspattiahe dopdN lanci otterremo

T =pN teste
C=(1-p)N croci

13
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SeN =20 ep = 0,5 ci attendiamo quindi 10 teste e 10 croci. Tuttavia non gisttmmo di
ottenere 12 teste e 8 croci. Ci domandiamo piu in generaédayla probabilita di ottenere un
determinato numero di teste dopdanci.
La risposta e la distribuzione di probabilita di Bernoalie € mostrata in fig. 6 per il caso
citato. Come si vede € massima pet 10.
Viene fuori dai calcoli che se il numero di
lanci N e abbastanza grande la distribuzione
0z di Bernoulli & molto simile alla distribuzione
di Gauss con deviazione standard

0=+Pp(1-pN

0.1

Questo si vede chiaramente dalla figura. Ap-
05 plicando la formula troviamoo = v/5 =
1 | |I ] 2.24. Non c'eé da stupirsi se quindi inve-
0 123 456 7 8 910113567020 ce di 10 troveremo 12 o 8 perché entram-
bi i valori sono contenuti nell'intervallo di
confidenza(10— o0 < n < 10+ 0). E’ an-
Fig. 6 che chiaro che presumibilmente non avrem-
mo dichiarato difettosa una moneta cpnr= 0,55 dato che probabilmente avrebbe dato 11
teste.

Se il numero di lanci € 2000 (100 volte superiore) otteniame 22.4. In tal caso non
dovremmo stupirci se osserveremo 980 teste e 1020 crociaedpero che mentre con 20
lanci potevamo ignorare uno scarto relativo d4/20= 0,11 = 11% con 2000 lanci siamo
scesi allo 11%. Siamo quindi assai meno tolleranti rispetto alle moddé&ttose dato che una
moneta comp = 0,55 avrebbe dato luogo probabilmente a 1100 teste. Vediamaliqthe al
crescere dei lanci la distribuzione si stringe sempre digtiorno ai valori piu probabili. E’
guesta ldegge dei grandi numeri

30 Elezioni 2006 Per fare un esempio preso dalla politica recente, immagimiper
ipotesi che nelle elezioni del 2006 gli elettori (circa 36libhi) abbiano votato lanciando in
aria una moneta. In tal caso entrambe le coalizioni avrebpesso circa lo stesso numero di
voti, cosa che e effettivamente avvenuta. Tuttavia in gueasooc = 3000 voti e quindi lo
scarto osservato di 12500 voti da una parte (e dall’altraiac®5000 di differenza fra i due
schieramenti) € ben maggiore (oltre)4di quello che ci si aspetterebbe per un voto casuale
equiprobabile.

31 Distribuzione di Poisson Sep < 1 maN & molto grande in modo che il numero di
conteggi attesit= pN sia finito la probabilita di osservareconteggi segue ldistribuzione di
Poisson Non & necessario chesia un numero intero (pensiamo al numero medio osservato
in un certo tempo). Essengn< 1 diciamo che questa distribuzione si applica a eventi™rari
Per esempio, la probabilita che un aereo in volo abbia udémte € molto bassa, ma il numero
dei voli & altissimo: pertanto il numero medio per anno é@umero finito.

La distribuzione di Poisson ci fornisce la probabilita amen certo esperimento si osser-
vino n conteggi (eventi)r{ € un numero intero maggiore o uguale a zero) se il valoreatte

W

vy
— M
(14) P,=¢ ~
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doven! =1.2.3...nsichiaman fattoriale

o =1 (per definizione)
1 =1
2 = 2
3 = 6
41 = 24

10! = 3.6288 10°

La probabilita che, ad esempio, non si verifichi nessun teveale
1O

Sep > 1 vediamo che la probabilita di avere zero eventi € molsshacome c’era da aspet-
tarsi. Viceversasp~0— Py~ 1.

Una caratteristica importante & che per la distribuziari®oisson

o= Vil

Anche la distribuzione di Poisson tende a una gaussiap& ggande. Gia pgr= 5 I'appros-
simazione € buona.

32 Viaggi aerei In fig. 7 vediamo il
numero di incidenti fatali in tutto il mondo
nei 10 anni 1996-2005. Prendendo la me-| .,
dia sui 10 anni possiamo dire che= 17
incidenti/anno mentre = /17 ~ 4.
Applicando la distribuzione di Poisson
possiamo per esempio calcolarci quale sia lg *
probabilita che in un anno non avvenga al-| «
cun incidente:Py = e’ =4.14-10 8 e in s
effetti nell’arco di tempo 1996-2005 questa
situazione non si € mai verificata. R I S e
Essendqu = 17 la distribuzione ¢ a tutti
gli effetti una gaussiana can= 4. Possiamo
dire quindi che ogni anno ci potremmo aspet- Fig. 7
tare fra 13 e 21 incidenti (68 % di livello di
confidenza) oppure fra 9 e 25 (95 % di livello
di confidenza). La quasi certezza (99 %) e che gli incidearusno almeno 5 e al massimo
29. Draltra parte il fatto che nel 2003 siano avvenuti solm@identi puo far sospettare che
la distribuzione non sia esattamente poissoniana, magerhe la sicurezza del trasporto sta
progressivamente migliorando (2005 a parte!)

25

20
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33 Calcolo Le calcolatrici scientifiche e i fogli di calcolo come Micads EXCEL o
WORKS permettono di calcolare rapidamente valori medi dadémi standard (Fig. 8).
Spesso hanno anche funzioni piu sofisticate che permetlioverificare, ad esempio, se due
variabili sono fra loro legate.

& Foglio di calcolo di Microsoft Works - [Foglio di calcolo - senza nome

J File Modifica Visualizza Inserisci  Formato  Strumenti 2

| il o~y DR EGR| s RE|ccs(E==-9Fm @
E11 | |
A[BICID]EIFIGIHII[J%

1
5 o7 2]
3 0,80 Selezionare una categoria:  Scegliere un'operazione:
4 150 Tutte
5 160 Finanziarie
= 190 Data e ora MIN(intervallo0;intervallol;...

1 '32 Matematica e trigonometria Maxiintervallod;intervallol;...)
7 ¢ Eﬂm_ MEDIA{intervallo0;intervallol;...)
8 Ricerca e riferimento DEV.ST{intervalloD;intervallol;...)
9 |Media 1,3300 Testo VAR(intervallod;intervallol;...)

Logiche
1? Dev. stand. 0,3951 Informative
12
13
14
15 . -
16 SOMMA(intervallog;intervallol;...)
17 Restituisce il totale di tutti i valori in un intervallo di celle. Ad esempio,
18 SOMMA(AL:AZ0),
19
20 -
21 Inserisci I Annulla |
22
JZoomHDU% -+ <| |

Premere ALT per i comandi e F2 per modificare. [ [

Fig. 8
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Cinematica

34 Lacinematica e quella branca della meccanica che studiavimento dei corpi sen-
za domandarsi quali sono le cause che lo producono. Neléan@tica vengono definite le
variabili necessarie per descrivere il moto dei corpi.

35 Sistema di riferimento Per descrivere il moto occorre servirsi di sistema di riferi-
mento Un sistema di riferimento € costituito da un insieme dptdiissi relativamente I'uno
all’altro, rispetto ai quali definiamo la posizione del corgtudiato e il suo movimento. Un
esempio semplice potrebbe essere la stanza nella quatevieinro. In tal caso la posizione
del corpo che studiamo puo essere definita misurandonstinde dalle pareti.

36 La scelta del sistema di riferimento e del tutto arbitratima mosca che vola all’in-
terno di un vagone ferroviario in movimento puo essereiatadia rispetto a un riferimento
solidale con lo scompartimento del vagone sia rispetto afanmento fisso rispetto al suo-
lo. Tuttavia spesso la scelta di un determinato sistemagt&zrdelle notevoli semplificazioni
nella soluzione di un problema.

37 Sistema di coordinate Il sistema di coordinate viene utilizzato per permettereéda
scrizione matematica del movimento rispetto al sistemafelimento. In pratica il sistema
di coordinate puo essere pensato caneoratoal sistema di riferimentoE importante non
confondere il sistema di coordinate con il sistema di nifemnto, anche se a volte perfino i
libri di testo confondono le due cose. Mentre il sistemafdirimento € qualcosa di fisico, il
sistema di coordinate € qualcosa di geometrico. Possiampre scegliere fra infiniti sistemi
di coordinate quello che meglio si presta alla descrizicglgptbblema.

38 Sistema di coordinate cartesiane ortogonalin sistema di coordinate molto usato
e quellocartesiano ortogonale Sempre allo scopo di ribadire la differenza fra sistema di
coordinate e sistema di riferimento, notiamo che nell’ggerdella mosca sul treno possiamo
usare un sistema di coordinate cartesiane ortogonali sree(aistema di riferimento solidale
col vagone che (b) nel sistema di riferimento solidale coleuNel caso (a) gli assi possono
essere gli spigoli delle pareti dello scompartimento, @eloc(b) gli spigoli delle pareti della
sala d’aspetto nella stazione piu vicina.

39 Unita di misura Le lunghezze (dimensiofiL]) si misurano in metri (m) nel sistema
MKS, in centimetri (cm) nel sistema cgs. 1 cm = 0.01 m. Gli dngon hanno dimensioni
e si misurano generalmente in radianti (rad); i gradi si ppsgonvertire in radianti tenendo
presente che 366= 2mtrad.
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40 Punto materiale o particella Descrivere il moto di un corpo di forma arbitraria puo
essere molto complicato. Il caso piu semplice che pudeptessi € quello del cosiddefpointo
materiale per descrivere il quale sono sufficienti 3 coordinate sstee ortogonali per il moto
nello spazio, mentre ne bastano 2 nel piano e 1 sola se il meteree lungo una retta. Nel
seguito useremo anche il termiparticellacome sinonimo di punto materiale .

41 Traiettoria Un punto materiale muovendosi nello spazio occupa suseessinte
un’infinita di posizioni successive. Si chiartraiettoria il luogo dei punti occupati successi-
vamente dal punto materiale nel suo moto. Si tratta in getiarea linea curva. Se la linea e
chiusa il moto & limitato e il punto percorre continuamdatenedesima traiettoria, come nel
caso delle orbite planetarie.

42 Gradidiliberta Un punto materiale nello spazio puo venire identificato da@&di-
nate cartesiane ortogonali. Il numero di coordinate ingg@ati non cambia se usiamo coordi-
nate polari o cilindriche o ellittiche o altre. Diciamo gdirche il punto materiale nello spazio
ha 3gradi di libertd. Analogamente i gradi di liberta sono 2 se il punto si mucslgano ecc.

Il numero dei gradi di liberd non pw essere modificato dalla scelta del sistema di coordinate

43 Moto a un solo grado di liberta 1l moto ha un solo grado di liberta se la traiettoria €
conosciuta a priori. Un esempio banale e il moto rettilinedatti in tal caso fissata un’origine
la posizione del punto puo essere determinata in baseisténda (col segno) rispetto all’ori-
gine. Questa distanza col segno prende anche il norasctsa curvilinea.sParliamo anche
in modo equivalente di moto a una dimensione.

44 Legge oraria Nel caso del moto a un grado di liberta la conoscenza deifaa
s=s(t) in funzione del tempo ci da in ogni istarttéa posizione del punto materiale e prende
il nome dilegge orariadel moto.

Similmente a quanto fa un orario ferroviario, la legge @auii permette di conoscere il
moto in maniera completa. La legge oraria puo esser datarmd puramente numerica o
di tabella che fa corrispondereat, e questa e la forma in genere in cui vengono riportati
i risultati di una misura sperimentale. Oppure puo ventada funzione matematicsit), e
in questa forma viene scritta la soluzione delle equaziehntbto se ammette una soluzione
matematica semplice. Se la soluzione delle equazioni éoneoimplicata (in realta questo
avviene nella maggior parte dei casi pratici) allsfig € il risultato di una soluzioneumerica
(in genere ottenuta al calcolatore) delle equazioni stesse

45 \Velocita media Consideriamo le posizioni del punto materiale a due istartcessivi
t1 <t <tp. Chiamiamovelocita mediail rapporto fra lo spostamento e il tempo impiegato a
compierlo:

s(t2) —s(ta)

(15) Vin(ta,t2) =
to—1g

La velocita ha un segno. Il modulo della velocita e il rapp fra la distanza percorsa e il
tempo impiegato.

46 Unita di misura La velocita ha dimensioriL][T]~%. L'unita di velocita nel sistema
MKS e il metro al secondo che si abbrevia: m/s. Nel sistensaeciy centimetro al secondo
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che si abbrevia: cm/s. Altre unita di uso pratico, come ildtiora (abbreviato km/h) possono
ridursi all’'unita MKS o cgs per semplici conversioni (eggm 1 km/h = 1000 m/h = (1000
m)/(3600 s) =0.27777... m/s).

47 Moto uniforme Se la velocita media non dipende dagli istangt, ed e costante

Vm(t1,t2) = Uo
in tempi uguali la particella percorre spazi uguali. La leggaria ha la forma semplice

S(t) = so+Uot

moto (rettilineo) uniforme

dove ricordiamo chegy rappresenta la condizione iniziale ossia la posizionegelrticella al
tempo zero.

48 Due treni si incrociano La stazione di Marina e la stazione di Castello distano fra &2
km. Alle 12:15 un treno parte da Marina verso Castello e &&Qa un altro treno parte da Castello
verso Marina. |l primo treno viaggia [&:;| = 20 km/h mentre il secondo viaggia|¥é| = 35 km/h.
Abbiamo utilizzato il moduld | ma le velocita hanno segno opposto. Ci domandiamo

1. ache ora siincrociano i treni?

2. dove si incrociano?

Cominciamo a fissare I'origine degli spazi nella stazionddrina e fissiamo per Castely = +22
km. In questo modb; > 0 eV, < 0. Dato che i due treni partono a istanti succesgiviviene prendere
come origine il tempo maggiore dei dugquando il treno 1 & gia in movimento d@a= 15 minuti e avra
percorsov; T =5 km. Il treno 1 alle 12:30 non & quindi ancora giunto a Césteltrimenti I'incrocio
avverrebbe in quella stazione.

Prendendo quindi le ore 12:30 come origine dei tempi I'etprezoraria del treno 1 sara

Sl(t) =Vi T+Vit =5km+Vt (V1:20 km/h)
L'equazione oraria del treno 2 &
S(t) = s+ Vot (sc =22 kmV, = —35 km/h

Notiamo che, essendd, < 0, il treno 2 si muove nella direzione verso l'origine e quital sua
coordinatas,(t) giustamente diminuisce. Lincrocio avviene quando

condizione d’incrocio

Troviamo quindi il tempd™ in cui avviene l'incrocio (notare che i tempi qui sono miguna ore e le

distanze in km)
_&—-WT = 22-5 17

“Vi-V, 20— (-35 55
Tenendo conto che I'origine dei tempi € alle 12:30 l'indooavviene quindi alle 12:49.
Il luogo dell'incrocio si ottiene dall’ equazione orariautio qualsiasi dei due treni:

si(t) =5+Vit* =5+ 20x 0.31= 112 km

t* =0.31 h=19 min

¢ la distanza dalla stazione di Marina.
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49 Moto vario - Velocita istantanea Possiamo definire una velocita anche se il moto non
e uniforme 47), ossia se la legge oraria & descritta da una genericaciuaziel tempa(t)?
La risposta e chiaramente affermativa, ma in tal caso lacigl varia da un istante all’altro e
parleremo di velocitéstantanea

Cominciamo a calcolarci la velocita media del punto su uerirallo di tempaAt mol-
to piccolo. Consideriamo che all’interno di questo intdivai tempo il moto sia rettilineo
uniforme. Allora la velocita fra gli istantiet + At e:

S(t+At) —s(t)
At

Vin(t,t 4 At) =

Selt e infinitesimovy, rappresenta la velocita media su un tratto infinitesimgedetorso, e al
limite At — 0 essa € la velocita del puntell’istante to velocit istantanea Ma detto limite
non ¢ altro che laerivata rispetto al tempdella legge oraria. Per cui otteniamo il risultato
chela veloci& del punto materiale a un istante da@éda derivata della legge oraria del moto
in quello stesso istante

(16) vit) = s(t) = 22U
dt
50 Trovare lo spostamento conoscendo la veloait Abbiamo visto che, nota la leg-
ge orarias(t) di un moto & possibile per semplice derivazione ottenekelacita istantanea
v(t). Con I'operazione inversédintegrazione possiamo ottenere la legge oraria partendo dalla
conoscenza della funziowét):

s(t) =so+ /Ot v(t')dt

Come noto dall’analisi matematica, I'operazione di ingagpne rende necessaria l'introdu-
zione di unacostante di integraziones In questo caso la costante ha un preciso significato
fisico: essa rappresenta il valore dell’ascissdl’istantet = 0 che abbiamo preso come ori-
gine dei tempi (estremo inferiore dell'integrale) per sand il moto. Se la velocita e costante
ritroviamo le leggi orarie del moto rettilineo uniformé?).

51 Selavelocita/(t) & esprimibile tramite una funzione matematica che nongasere
integrata analiticamente, si pud sempre ottenere unaisokei tramitd’integrazione graficeo
numerica

52 Accelerazione media Se il moto e vario la velocita istantanea cambia nel tempo.
Definiamoaccelerazione media variazione di velocita divisa per 'intervallo di tempocui
e avvenuta:

V(t2) — V(1)

a7 am(tl,tz) =
to—11

L’'accelerazione si misurain ms.
Se l'accelerazione media & costante abbiamo il moitormemente acceleratQuesto si
verifica se la legge oraria ha una dipendenza quadratice migic:
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1
s(t) = so+Upt + éaot2

moto uniformemente accelerato

Infatti derivandola una volta otteniamo per la velocita:
V(t) = Up+apt

e per l'accelerazione media
am(t1,t2) = @

| corpi pesanti abbandonati a se stessi si muovono di maforaremente accelerato, tutti
indistintamente con la stessa accelerazipred.81 ms 2 diretta verso il basso.

53 Un’auto che frena Un’automobile che frenaecelera La decelerazione non & altro che
un’accelerazione diretta in senso contrario alla vedoc®te I'accelerazione € uniforme I'auto fara quindi
un moto uniformemente accelerato.

Chiamandd/; la velocita iniziale dell’auto e-ag la sua accelerazione, e ammettendo che la frenata
inizi al tempot = 0 le equazioni del moto saranno

X=X+ Vot — %aotz
V =Vy—agt
dovexg € la posizione dell'auto nell'istante in cui inizia la fega. Domande:
1. quanto tempo impiega 'auto a frenare?

2. quant’e lo spazio di frenata?

Per fissare le idee ammettiariip= 100 km/h,ag = 4 ms 2 (il segno meno I'abbiamo gia esplicitato
nella legge oraria).

Prima di tutto, essendo 'accelerazione espressa nel StediamoVy in m/s: Vg = 27.8 m/s. Per
trovare il tempo di frenata basta usare I'equazione per lacita e trovare il tempa* per cuiV si
annulla. Risposta

r=Y0_2"8 4055
ap 4
Lo spazio percorso dall’auto € invece ottenuto dalla leggeia al tempd™ e sottraendog: L =
X(t*) — Xo. Troviamo quindi per lo spazio di frenata:
2
L= Vo =96.6m
2ap

54 La velocita in funzione dello spazio Nel moto uniformemente accelerato si puo ot-
tenere un’'importante relazione fra lo spazio percorso elacita. Indichiamo con f i valori
iniziali e finali delle grandezze:

1 2
Xf =Xi+Vit+§aot
Vi =V + apt
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Ricaviamo il tempo dalla seconda equazibre(vi — Vi) /ag sostituendolo nella prima:

. Y _v)2
g = ) W

1
= ﬁ (2Vin —2Vi2—l—V% —|—Vi2—2Vin> —

(18) 2a0 (Xt — X)) = Vi —V?

Questa formula ci permette, ad esempio, di risolvere suilproblema dello spazio di frenata
di (53). Basta sostituiré = x; — x; e imporrevs = 0 (arresto dell’auto).
La (18) e un caso particolare dedorema delle forze vivehe vedremo in seguitd $3).

55 Accelerazione istantanedSe I'accelerazione media non € costante si definisce un’ac-
celerazione istantanea. Analogamente a quanto e stai@fatla velocita istantanea si trova
che

i dv
(19) a=\v(t)= pri §(t)
L'accelerazione si puo quindi definire comederivata prima rispetto al tempdella velocita
e come laderivata seconda rispetto al templella legge oraria.

56 Trovare la velocita conoscendo I'accelerazionéd\nalogamente a quanto fatto i6d)
possiamo ottenere la velocita istantam@a partendo dall'accelerazione:

v(t) = vo+ /Ot a(t’)dt’

Come detto prima, I'operazione diintegrazione rende rsasésl’introduzione di unaostante
di integrazione y. Questa costante rappresenta il valore della velociifiistantet = 0 che
abbiamo preso come origine dei tempi (estremo inferioréimelgrale) per studiare il moto.

57 Esempi

58 Moto nello spazio Nel caso di moto nello spazio il punto materiale viene ideraio
da unaernadi coordinate cartesiane ortogonali:

P— (X,y,2)

Le coordinateX, y, zZ) sono le componenti defettore posizionéSe P indica il puntoe O e
I'origine possiamo anche usare la notazi@w.

La freccia serve a ricordarci che ogni vettore e carattatiz da una direzione. La sua
lunghezza non & altro che la distanza fra 'origine O e Haogs2 +y2 + 72, e costituisce il
modulodel vettore che si indica cdf| x 0 anche semplicemente con

Il vettore ha una sua realta autonoma rispetto al sisternaatdinate, per cui cercheremo
in genere di basare i ragionamenti sul vettore stesso. A vottavia pud convenire riferirsi
esplicitamente alle coordinate: in questo caso utilizeaneérsoridegli assi possiamo scrivere:

OP=T=X&+Y§ +2&
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59 \Vettore spostamento Consideriamo ora non piu il vettore posizione ma il vettore
spostamentar dal punto PT) a un altro punto Qt(). Si usa indicare questo vettore a volte
anche con la notaziorRQ: la sua direzione indica da che parte ci si deve spostasnpare
da P a Q e il suo modulo € al solito la distanza fra questi dugi:pu

(20) IPQ = W] = /(% —X)2+ (Yp — Yo)2 + (20 — )2
Vale la relazione:

50— 00— G
(21) Q=0Q-0F

Ar=7 —T

60 Velocita nello spazio Nel caso a piu dimensioni la velocita viene definita come il
rapporto

Ar . .
Vm=— (velocita media)
At
(22) "
V = Ar_ dr (velocita istantanea)
A—0 At dt

Quest'ultima e quindi la derivata rispetto al tempo deltoet posizione. In termini di
componenti abbiamo

_dx)

(23) W=XO ="V d7(t)

y(t) = 2(t) = —
61 Moto rettilineo uniforme in tre dimensioni La legge oraria piu semplice € quella del

moto rettilineo uniforme, che si scrive in coordinate csidae:

(24) y(t) = Yo+ Voyt
Z(t) = zo+ Vot

che non é altro chBequazione parametrica di una retta
Il vettore costant@& = (xo, Yo, Z0) rappresenta il raggio vettore della posizione del punto a
t = 0. Le costantigy, Voy, Vo, SONO le componenti del vettore velocika Vettorialmente quindi
la legge oraria si scrive come:
T(t) =To+ Vot

62 Costruzione grafica della veloca Il vettore spostamento del punto®ff) ar(t + At)
corrisponde alla differenza di questi due vettori come madstnella figura 9. La velocita si
ottiene dividendo lo spostamento @&re passando al limite pét — 0. La direzione di tale
vettore e quindi tangente alla traiettoria. Introducemsersoreér, la velocita si puo scrivere:

T = 8ré=¢8rv
Vo= & dx\ 2 dy 2 dz\ 2
- ST (a) *(a) *(a)
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" r(t+At)

r(t+ At)

Fig. 9

63 Accelerazione nello spazidSe la velocita varia nel tempo abbiamo un’accelerazione.
La variazione di velocita e il vettore differenza fra Ida@ta a due istanti successivi separati
di At:

(25) AV =V —V

da cui, dividendo peft, otteniamo l'accelerazione:

A . .
an = =~ (accelerazione media)
At
(26) q
Av dv

= =— = o (accelerazione istantanea)
n—0 At dt  dt?

Quest'ultima e quindi la derivata rispetto al tempo detmet velocita e la derivata seconda
del vettore posizione. In termini di componenti abbiamo

27) ac=Vy(t) =X(t)  ay=Vy(t) =Y(1)  ay = Vy(t) = 2(t)

64 Moto uniformemente accelerato nello spazioQuesto tipo di moto si ha quando il
vettore accelerazione e costante e quindi non varia n@eaidne né in modulo. La velocita
in questo moto e data da:

(28) V(t) = % + 2ot

Notiamo che questo tipo di moto puo essere rettilineo selbescelerazione € parallela alla
velocita iniziale o se quest’ ultima e zero. Altrimenti gicrementi di velocita dovuti al-
I'accelerazione a istanti successivi fanno deviare latraiia dalla direzione iniziale. Come
vedremo nel capitolo seguente la traiettoria e paebola

La legge oraria e

1
(29) (t) =To-+Vot + 5 %t’
E’ sempre possibile scegliere I'asgenella direzione dell’accelerazione. Scegliamo poi
'assez ortogonale a/q e ay in modo che la velocita iniziale sia contenuta nel piang |I

moto rimarra allora in questo piano (I'accelerazione nartbmponenti ortogonali al piano)
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il moto uniformemente accelerato si svolge nel piano chéiene
I'accelerazione e la velocita iniziale

In tal caso, scrivendo le (28) e (29) per componenti abbianeo ¢
X = X+ Voxt X = Vox

1 )
yzyo+v0yt+§aot2 y = Voy + apt

Possiamo quindi dire che il moto & la sovrapposizione di

1. un moto uniforme lunga

2. un moto uniformemente accelerato lungalirezione dell’accelerazione)

65 Costruzione grafica dell’accelerazioneNel moto nello spazio e nel piano I'accelera-
zione corrisponde sia alla variazione del modulo dellacigdahe alla variazione di direzione.
Tenendo conto che la velocita e tangente alla traiet{griaérv) e derivando rispetto al tempo
possiamo quindi scrivere che:

d dv  dér

= @&V =gt Vg

In questa equazione il primo termine rappresenta il comtoildovuto alla variazione del mo-

a

o ® -
T e

Fig. 10

dulo div e prende il nome daccelerazione tangenziateentre il secondo € proporzionale a
guanto rapidamente la direzione della velocita cambia.cBleolare il secondo termine con-
sideriamo la figura 10, doveéér si ottiene sottraendo vettorialmergg(t) (nel punto P) da
ér(t+dt) (nel punto P’). Se conduciamo da P e P’ le normali alla trafgttqueste si interse-
cano nel centro di curvatura della stessa formando fra lo@ngolod. 1l centro di curvatura
non e altro che il centro di un cerchio di ragdachelocalmenteapprossima la traiettorid?

si chiamaraggio di curvatura Allora é facile vedere che la differenza vettoriale deisegi &
diretta verso il centro di curvatura e ha per modudo

dér = doey
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dove abbiamo indicato cod il versore normale alla traiettoria e orientato verso iltoermli
curvatura. Esplicitando il raggio di curvatura della tteea, R, pertanto potremo scrivere:

dér  dp, v _dp, vds,
Vit Ve N TRRG N T RGN TR

Questo termine dell’accelerazione, che € diretto verseritro di curvatura, prende il nome di
accelerazione centripetdn definitiva I'accelerazione completa prende la forma:

dv V2
(30) a:éTa'f'ﬁé\l

66 Moto circolare Nel moto circolare la traiettoria € un cerchio di rag§ioPer descri-
vere questo tipo di moto risulta conveniente usare le coatdipolari (nel piano del moto). Il
vantaggio e che per descrivere il moto basta conoscergde leraria di variazione dell’angolo
polareq(t).

Sappiamo che la velocita e tangente alla circonferewzagrs. Per calcolars dsserviamo
che l'arco di cerchio corrispondente a un angddpvale Rdg. L'angolo dev’essere misurato
in radianti (e infatti a Zrrad corrisponde la lunghezza della circonferenzég)2 La velocita
sara quindi:

(32) V=S= Rd:;(tt) = Ruw(t)
dovew(t) prende il nome dielocit angolaredel punto materiale .

Sew = costante allora parliamo dnoto circolare uniformeAbbiamo in tal caso umoto
periodicoche si ripete dopo il periodd = 21/w. Si chiamafrequenzd’inverso del periodo:
v =1/T. La frequenza si misura in Hertz (Hz). 1 Hz = 1/s.

La legge oraria del moto circolare si scrive per componegitnmodo seguente:

X(t) = Rcosb(t)

(32) y(t) = RsinB(t)

ed é quindi determinata conoscendo la dipendenza detllartal tempo @ = 6(t)).
Se il moto & uniforme I'angolo aumenta uniformemente coige:

B(t) = 6o+ wt

moto circolare uniforme

67 La velocita nel moto circolare pud esprimersi vettoriahte se introduciamo utet-
tore velocit angolare® che ha come direzione I'asse intorno la quale avviene |zimte.
Il verso e tale che una persona orientata come il vettore \eedotazione avvenire in senso
antiorario. La velocita prende quindi la forma:

(33) V=R

Questa equazione rappresenta ad esempio la velocitamteappartenenti a una ruota che
gira attorno a un asse fisso. Due punti opposti alla stestndes dall’asse hanno velocita di
uguale modulo e di verso contrario.
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68 Risulta istruttivo confrontare i risultati con quelli omigti usando le coordinate cartesiane (che
prenderemo con l'origine nel centro del cerchio). Limitiaehal caso del moto uniforme. Scriveremo
percio le leggi orarie(t),y(t) e da esse verificheremo che, prendendone le derivate, sgotte la
velocita ©6) e I' accelerazione@b).

Cominciamo a scrivere le componenti del versore tangeniegaeedlo normale al cerchio in una
data posizion® del punto materiale :

(34) @r = (—sinB,cosb) &y = (—cosh, —sind)

(per verificarlo calcolarsgy - €r).
Per calcolare velocita e accelerazione deriviamo la leggsa (32). Occorre tenere presente che

dsin®(t) = do c0sO = w cosd
dt dt

M = —@ cosB = —w coso
dt dt

ottenendo:
2

. v
Vy = —VSinO ay = —ﬁcose

VW=VvcosH ay= —V—;sine

dove abbiamo usato la definiziome= wR. Usando le definizioni dei versori (34) troviamo subito che:

V = v(—sinB,cosb) =veér
2 2

Vv . Vv
a = ﬁ(—cose,—sme)_ﬁé\l

in accordo con la (30) come dovevasi dimostrare.
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Capitolo 1l

Dinamica del punto materiale

69 Ladinamica studiail movimento in relazione alle cause olprdducono. La dinamica
e basata su tre principi, degtiincipi fondamentali della dinamica. Essi sono:

[. Il Principio d’inerzia
II. LalLegge di Newton
[ll. Il Principio di azione e reazione.

70 Primo principio o principio d’'inerzia Fu formulato da Galileo Galilei (1567—-1642)
estrapolando il risultato di prove sperimentali:

“un corpo non soggetto a forze permane nel suo stato di mtiia@o uniforme”, o anche:

“un corpo permane nel suo stato di quiete o di moto (retiinmiforme) finché non
interviene una causa esterna a modificare tale stato”.

Se il corpo € in moto, cioé ha una velocitaguesta rimane costante. Se e in quigte Q)
rimane in quiete.

71 Un corpo, ad esempio, che cade non segue il principio diaénzguanto lo vediamo
muoversi con velocita crescente verso il basso. Attriaigale comportamento al fatto che il
corpo e soggetto a una forza che chiamiamo gravita.

72 Nello stesso modo, dev’essere necessariamente soggetealih corpo che si muove
di moto circolare (sia pure uniforme). Se la forza (dettageeta) venisse a mancare il corpo
inizierebbe a muoversi di moto rettilineo uniforme lungddagente alla circonferenza nella
posizione in cui e cessata I'azione della forza.

73 Il primo principio non specifica cosa siano le “forze”. Irttuamente ci aspettiamo che
siano pero connesse alla presenza di altri corpi estrageebo di cui studiamo il moto: ad
esempio la terra (che attrae verso di se il corpo che cadé&)amdhe tiene il corpo in rotazione
lungo la circonferenza.

74 Le forze sono anche collegabili allo sforzo muscoldtenoto infatti che per mettere
in movimento un qualsiasi oggetto dobbiamo esercitare anzgf(fare “fatica”).E noto anche
che esistono oggetti “leggeri” (per i quali facciamo poawrsd) e “pesanti” (difficili da mettere
in moto),
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lF

Fig. 11

75 Da Aristotele fino all’epoca di Galileo era comunemente #iat@ che per muovere a
velocita costante un oggetto occorresse una forza cestarthe in mancanza di forza il moto
venisse a cessare. Cio e quello che osserviamo sulla bHaedstra esperienza. Galileo intui
che I'arresto del moto non era dovuto a un’assenza di forzallagresenza di una forza di
frenamento (come I'attrito). Il moto uniforme e possikiitequanto la forza motrice applicata
al corpo controbilancia esattamente la forza resistentealé situazione il corpo, soggetto
a due forze eguali e contrarie, € come se fosse libero enpersa muove di moto rettilineo
uniforme. Se la forza motrice manca perché smettiamo diggpe il corpo rimane pur sempre
la forza resistente che ne provoca la diminuzione di vedoeiquindi I'arresto.

76 Una forza puo esercitarsi sia compiendo uno sforzo musealae tramite sistemi
meccanici semplici, come le molle. Entrambi i tipi di forzeat per esserefficientirichiedono
un contattofra I'agente che esercita la forza e il corpo su cui essa agidtire forze, come
la gravita e le forze dell’elettromagnetismo, si trasimettda un corpo a un altro senza che vi
sia un contatto diretto, sono cioe “azioni a distanza”.

77 Per meglio specificare una forza, vorremmo associarle usadgzza fisica che ne
esprima sid'intensita sia ladirezione Infatti una forza puo avere effetti assai diversi in base
alla direzione (vedi fig. 11)E naturale pensare a wettoreper caratterizzare la forzar.

78 Come abbiamo accennato prima, un concetto base e quellte dbeze si possano
equilibrarefra loro. Ad esempio, se io sto spingendo una cassa che agubpavimento, una
persona dall’altro lato spingendo in senso opposto al mgravocare I'arresto della cassa.
In tal caso stiamo applicando alla cassa due forze egualngaz@ che si annullano (o si

equilibrano). Per controbilanciare la forza da me appdisaé dovuta introdurre esplicitamente
una seconda forza.

79 Meno evidente ¢ il caso, ad esempio, di una cassa poggigp@&mento: essa non
si muove (non cade attraverso il pavimento) pur essendoesiagglla forza di grawt?a:(;
L'apparente contraddizione e risolta ipotizzando chmhpreaglscacon una forzdy = —Fg
in modo che alla cassa risulta applicata la forza risulteqte Fg = O.

Anche in questo caso quindi abbiamo una seconda forza i giQuesta forza fa parte
di una categoria di forze detteazioni vincolariche saranno esaminate piu in dettaglio nel
seguito.
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80 Secondo principio o Legge di NewtorEsso si formula cosi:
F=ma=mv

dovem e una costante che si chiammassa inerzialed e una caratteristica del corpo al quale
la forza e applicataa e I'accelerazione del corpo. La legge di Newton ci dicenduche

¢ la velocita di un corpo varia tanto piu rapidamente quanéggiore € la forza impressa,;

e la variazione di velocita avviene sempre nella direzioekadorza;

e se la forza & nulla non vi e variazione di velocita e quiihdioto é rettilineo e unifor-

me ©1);

Mentre F e @ sono due vettori, la massa € uscalare additivo che a parita di materiale
& proporzionale al volume del corpo. Data una stésseorpi di masse diverse assumono
accelerazioni inversamente proporzionali alle rispetthasse.

Il nomemassa inerzial@ legato al fatto che la massa esprimidtziadel corpo, ossia la
sua riluttanza a cambiare velocita (in modulo, direziorerso).

81 Risultante delle forze Generalizzando quanto detto prima, se piu forze sonocaipli
a un punto materiale , esso si muove come se ad esso fosseasgpin’unica forza detta
risultante

FR = Fi+F+--Fy
In particolare, sé&r = 0, il punto materiale si comporta come un punto isolato.

82 E molto importante notare il fatto, di per sé per nulla satmtche nel calcolare la
risultante possiamo sommare le forze senza preoccupaatitsano natura diversa. La forza
peso puo essere equilibrata, ed esempio, da una forzaodel@trico come avviene se una
palla & appesa a una molla. La forza che tiene insieme gtiiatel reticolo cristallino del
metallo che costituisce la molla € una forza elettrica. ialtante di tutte le forze elettriche a
livello atomico controbilancia la forza di gravita eséata dalla Terra sulla palla.

83 Interpretazione La legge di Newton si pud vedere da due punti di vista:

e come una definizione della forza, ed usarla per determinbvakre misurando I'acce-
lerazione a cui € soggetto un corpo di prova,;

e la si puo utilizzare comequazione del motper determinare I'accelerazione una volta
nota la forza, al fine di prevedere il moto di un corpo.

E chiaro anche che non si puo usarla per le due cose all@sapo, pena finire in un circolo
vizioso!

84 Quantita di moto La grandezzaettoriale
p=nv

si chiamaquantita di motodi un corpo. Se la massa e costante (come sara quasi sampre i
gueste dispense) si puo riscrivere la Legge di New8@h fjella forma:

F=ma=nv=p
cioé seF = 0 — p = costante. Si dice anche che in tal caso la quantita di siatonserva
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85 Unita di misura Sulle dimensioni dell’accelerazione abbiamo gia deftd[T]~2).

La massa & un’unita di tipo nuovo, e quindi ha una sua difoea$M]. Nel sistema MKS
si misura in chilogrammi (kg), mentre nel sistema cgs si naisnigrammi (g). 1 kg = 1000 g.

Le dimensioni della forza sono definite tramite la legge dimdm: [F] = [M][L][T] 2.
L'unita di misura della forza € il Newton, N. Una massa did.¢he ha un’accelerazione di
1 m/s? & soggetta alla forza di 1 N. Nel sistema cgs I'unita di éoézla dyne (che produce
I'accelerazione di 1 cpe® applicandola su una massa di 1 grammo). Lasciamo allo steiden
da dimostrare che 1 N = 2@yne.

86 Equazione del moto L'equazioneF = m@, notaF, & sufficiente a determinare com-
pletamente il moto di un punto materiale in base alle condizniziali V(tp),(to). Il procedi-
mento si chiama comunemertgegrazione dell’equazione del motacasi in cui I'equazione
del moto e integrabile per via analitica sono pochi, limiggparticolari tipi di forze. Nel caso
generale si tratta di un’operazione assai complessa.

In certi casi una situazione complessa puo ridursi a ungkesin cui il moto e essen-
zialmente determinato da una forza preponderante, a cgjgsiiage I'effetto di forze “piu
complicate” ma piu deboli. Si pensi ad esempio al moto deliaa, che € semplice per la
parte dominata dalla forza Terra-Luna mentre I'effettdad&drza Sole-Luna, piu complicato
da trattare, € modesto data la piccolezza di tale forzagpado alla prima. Questa tecnica
di risoluzione dei problemi si chianraetodo perturbatived il procedimento e usatissimo in
Fisica (e non solo nella Meccanica).

87 Forze costanti Chiariamo subito che, essendo le foradtori, una forza costante
dev’esserlo sia in modulo che in direzione. E’ il caso pitnpice da trattare, ma non per
questo poco importante: la forza di gravita vicino allaetigie terrestre e infatti un esempio
di forza costante. La sua direzione & quella del filo a piomkaosua intensita & proporzionale
alla massa del corpo.

88 Forza di gravita o forza peso Il fatto sperimentaldosservato per la prima volta da
Galileo) che tutti i corpi soggetti alla forza di gravéamuovono con la stessa accelerazione,
indipendentemente dalla loro massa dice quindi che essi sono soggetti a fodieerse e
gueste forze devono essere proporzionali alle loro masse:

Ferav, 1= mMmay

Ferav, 2= Mpdp

- ml —
Forav, 1= o Forav,2 (conseguenza)

} =% =7 (datosperimentale)

Dettag I'accelerazione (uguale per tutti i corpi) la forza di gtasi scrive pertanto:
(35) I_:’Grav =mg

La forza di gravita si chiama anche comunemédotea pesoln questo testo chiamianomrpo
pesantaun corpo dotato di massa e soggetto alla forza peso.

89 Quanto vale la forza peso su una massa di 2 kg=22 kg x 9.8 m/s*> = 19.6 N.
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90 Una volta si usava anche come unita (ma qualcuno, in p&ategli ingegneri, lo usa
ancora) il kg-forza. 1 kg-forza & semplicemente la forzsodgulla Terra) che si esercita su una
massa di 1 kg. Pertanto esso equivale a 9.8 N. Oggi gli ingegseno spesso decanewtomm
daN perché vale appunto circa un vecchio kg-forza. Il cam@ssimo per una gru viene dato
in daN.

91 Moto con forze costanti Con forze costanti I'accelerazione & anch’essa costante o
uniforme e quindi abbiamo a che fare con un moto uniformemaatelerato nello spazio che
abbiamo studiato in64). Tale e il moto dei corpi pesanti @ravi) se possiamo trascurare le
forze diverse dalla forza peso come per esempio quellerdbatt

92 Importante Viceversa se un moto avviene con accelerazione costamenpoiire
che e dovuto a una forza costante. Attenzione che quandlarpardi accelerazioneostante
la intendiamo costante come vettore e quindiastante in direzione e versoSe per esempio
I'accelerazione é costante solo in modulo la forza noa sastante.

93 Come abbiamo visto in6@) conviene scrivere la legge del moto in un sistema di
coordinate in cui un asse e orientato nella direzione almiElerazione e quindi della forza.
Ad esempio scegliamo I'asge Potremo poi scegliere 'asgeortogonale a e alla velocita
iniziale, per cui il moto avverre nel piangy.

mx=20
(36) y F

Il moto pud essere pensato come la composizione di un mtitiinen uniforme lungax
e di un moto uniformemente accelerato lungd.a soluzione dell’equazione del moto (36)
stata data in@4) e la riportiamo qui:

X = Xg+ Voxt X = Vox

YZYO—FVoyt—f-%aotz y = Voy +aot
Ribadiamo ancora una volta che le costagtyo, Vox € Voy Si chiamano leondizioni iniziali

e fanno parte dei dati del problema. In effetti occorre tgmesente che il signor Newton ci
permette di predire solo le variazioni di velocita del m¢ousate se € poco). Non ci puo
dire qual era la velocita iniziale del corpo dato che queésten dato iniziale del problema e
dobbiamo conoscerla noi. Se il corpo che si muove ha in peatéa tempd = 0) una sua
velocita questa si somma a tutte le variazioni previstéadafige di Newton. In definitiva,
abbiamo una soluzione universale che va bene in qualungtee gl mondo, per qualunque
velocita iniziale ha il corpo: basta che mettiamo i numéusy nelle condizioni iniziali.

94 Moto dei gravi Conviene in questo caso scegliere I'agiengo la verticale e orientato
verso l'alto. In tal cas@y = —g e abbiamo

(37) X(t) = Xo+ Vot
1
(38) yt) = yo+V0yt—§gt2
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Per determinare la traiettoria si deve eliminare il templbedaguazioni, esprimendpin
funzione dix. Si ottiene allora 'equazione di ummarabolg con il massimo a una certa quota
y = h e i due rami rivolti verso il basso. A seconda delle condiziaiziali, naturalmente
le parabole che si ottengono sono diverse.x§e yp non mutano, le parabole ottenute per
diverse velocita iniziali rappresenteranno una famidlis&raiettorie per i corpi lanciati dalla
stessa posizione iniziale con velocita e angoli diversi.

95 Traiettoria parabolica Calcoliamo la traiettoria immaginando di lanciare il corpo
dall’'origine delle coordinate: allora avrenxg = yp = 0. Ricavando il tempo dall’equazione
(37) e sostituendolo nella (38) otteniamo quindi:

(39) y:xvﬂ—}x 9

che e I'equazione di unparabola La traiettoria di qualunque corpo pesante (0, piu in
generale, soggetto a una forza costante) € sempre unafzarab

La parabola interseca I'asgén due punti:x = 0 (il punto da cui & avvenuto il lancio) e il
punto

Vox Voy

(40) Xv = 2

che rappresenta tttatadel proiettile.
Invece di utilizzare le componenti della velocig, Voy puo essere piu comodo scrivere la

gittata in termini del moduleo = 4 /V§, + Vg, € dell’angolo di lancia rispetto all'orizzontale
(per cuivox = Vp oSt € Voy = Vpsina). In taI caso

2 V2

(41) XM = 2% cosu sina = ao n(2a)

Dalla (41), si trova che la massima gittata si ottiene quamd2x assume il valore 1, ossia
pera = 11/4. A parita di angolo la gittata cresce quindi con il quadrdella velocita iniziale
del proiettile.

Per simmetria, la massima altezza del proiettile vieneiteg a meta gittata, ossia per
X=Xw/2 e vale

V3 V2
Oy _ o
(42) yM = 2 = S|n20(

ed é quindi massima per= 11/2 ossia quando il proiettile viene lanciato verticalmente.

96 Tempo di caduta Guardando al moto del grave come a una sovrapposizione di mot
(rettilineo uniforme lungox e uniformemente accelerato lungpe facile rendersi conto che
il tempo che un corpo lanciato impiega a cadere a terra nceandg che dal moto verticale.
Ad esempio, qualunque oggetto scagliato orizzontalmentmgi convpy = 0) da una quota
h, tocca terra dopo un tempd = /2h/g, cioé lo stesso tempo di un corpo lasciato cadere
da fermo. Naturalmente il valore di in cui il corpo tocca terralipendedal valore della
componentepy della velocita.
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97 Il verso del tempo Consideriamo le equazioni di moto di un grave (37),(38) e im-
maginiamo di sostituiré con —t. Cosa significa questo? Che abbiamo scambiato il futuro
col passato. Se calcolianxe y dopo -360 s stiamo semplicemente domandandoxcierail
corpo 6 minuti fa.

Ora, se nelle equazioni mettiarhe- —360 s la posizione e la velocita del corpo saranno in
genere diverse da quelld & 360 s. Ma se contemporanemante al posi@gli voy) mettiamo
(—Vox, —Voy) (0ssia cambiamo il segno alla velocita) tutto torna a pdsiste una simmetria
delle equazioni per cui se cambiamo di segno insieme il teenlgovelocita il moto resta lo
stesso. Ne segue che se un certo moto e possibile nel figsso, sara uguale a un moto
nel passato con le velocita scambiate. Se immaginiamotdr pdtenere il moto nel passato
proiettando a ritroso il filmato di un moto verso il futuro éamo perché le velocita devono
cambiare di segno.

Osservando in un filmato una pallina che cade non potremmulgdire se essa sia una
pallina che realmente e caduta o se invece non stiamo vedkiilch a ritroso di una pallina
che sale. Infatti entrambi i moti sono perfettamente plailisL’osservazione di un fenomeno
meccanico semplice non permette quindi di determinarergosélel tempo. Vedremo oltre
guando questo non avviene.

98 Tempo divolo di un proiettile Applichiamo le considerazioni precedenti al tempo di
volo di un proiettile che compie la traiettoria paraboli@@), Quando il proiettile raggiunge
l'altezza massimay la sua velocitay, € nulla. Sappiamo quindbg) che da quel punto il
corpo cadra a terra in un tempo= /2ym/g. Ma per la simmetria questo € lo stesso tempo
che il corpo ha impiegato per salire per cui il tempo di volasa= 2./2ym /g. Sostituendo
dalla (42) otteniamo:

(43) Ty _ W
g Vox

L'ultimo passaggio ci fa verificare chie si poteva anche ottenere semplicemente dividendo la
gittata per la velocita lungg. E’ istruttivo vedere come si arriva allo stesso risultataue
modi differenti.

99 Un secchio di palline Immaginiamo di avere un secchio di palline, rovesciamolo e
facciamole cadere per terra mentre filmiamo il tutto. Laipalfimbalzano sul pavimento
e vanno da tutte le parti. Proiettiamo il film alla rovesciaieip che vediamo ci sembra
plausibile? Possiamo dire che stiamo assistendo a un evanimle?

La risposta e ovviamente no, tuttavia se analizziamo ilkndbbgni singola pallina questo
appare del tutto plausibile dato che € il moto di un pallicagéiata dal pavimento verso l'al-
to. Guardando la singola pallina non potremo dire se il filmekverso giusto o alcontrario.
Tuttavia affinchéutte le palline tornino nel secchio esse dovrebbero essereal@ndal pavi-
mento con delle velocita ben definite. Ma fare in modo chéicaia di palline siano lanciate
con le velocita giuste per farle entrare nel secchio nonaopsa dnormale Pertanto il film
proiettato al rovescio non e plausibile come quello ptatetin avanti. Fra passato e futuro
non vi € piu simmetria, anche se il moto delle singole pahi € simmetrico, e questo deriva
dalla complessita del sistema che stiamo considerandktehs complicati (ad esempio quel-
li biologici) evolvono da situazioni che potremmo defire gdim a situazioni complicate, ma
I'inverso e assai poco probabile. Ecco perché si invecchi
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100 La forza di gravitazione La forza di gravitazione si esercita fra due corpi dotati di
massa. Essa e attrattiva, e il suo modulo & dato da:

m Ny
r2

(44) F=G

dover e la distanza fra le due masse. La costdBte misurata sperimentalmente in labo-
ratorio e vale 867 1011 N kg=? m?. Per corpi vicini alla superficie della Terra, la forza di
gravitazione si riduce alla forza peso. Infatti si puo agsimare col raggio della TerraRr

e considerare la forza costante. Si ha quindi:

M
9=G 5
Ry

Per scrivere la forza gravitazione esercitata da 1 su 2 mitewettoriali, utilizziamo il
vettorery, =T, —T1 che e diretto da 1 a 2. Wlersorecorrispondente e

To1
81 =—
o1

Essendo la forza attrattiva, essa e diretta in senso appogtiesto vettore. Quanto alla
forza esercitata da 2 su 1, si ottiene utilizzango= —T721 €ri2 =1ro1:

mmp

For= —GrT_ézl
(45) . mzr%hq MM .
Fio=-G 12 212=G 12 €1=—-Fxn
21 1

in ossequio al principio di azione e reazione.

101 Volendo misurare la forza di gravitazione fra due massem#bili in un laboratorio
occorre tener presente che essa e piccolissima rispédtalae forze in gioco. Essa quindi
da luogo ad accelerazioni piccolissime e misurabili caange difficolta. Fra le perturbazioni
prima di tutto occorre considerare il peso, che poi non & ahe la forza di gravitazione
esercitata sui corpi dalla Terra con la sua massa di ciréaKgd Poi ci sono gli attriti, e le
forze elettrostatiche (se ci sono cariche elettriche ndle sui corpi in oggetto) sono anch’esse
fonte di perturbazioni difficili da eliminare.

La prima misura diG fu effettuata nel 1798 da Henry Cavendish utilizzando bifencia
di torsioneche ha una sensibilita molto elevata. A causa dei problémiglra la costant&
€ nota con una precisione relativamente scarsa (1 part@.80Q) rispetto ad altre grandezze
della fisica. Molto piu semplice e I'esperimento per vedfe che la forza di gravita non
dipende dalle sostanze di cui sono costituite le masse. sermdi Dicke e collaboratori (anni
'60) hanno permesso di verificare che le forza esercitataalalsu masse di alluminio e oro e
la stessa a meno di 1 parte in'10

102 Moto in un campo gravitazionale E’ questo il moto dei pianeti, dei satelliti, delle
comete e delle stazioni spaziali. La risoluzione dell'erjoiae del moto € complessa e la
vedremo solo nel caso semplice di un’orbita circolare. Nelocgenerale il moto dei pianeti
ha delle traiettorie che sono dekdlissi, una classe di figure geometriche con proprieta ben
definite (che al suo interno contiene, come caso particalaschi).
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Vale la pena di notare che I'equazione del moto e risolubilaliticamente solo per |l
cosidettoproblema dei due corgiossia per esempio Sole-Terra o Terra-Luna). Non esistono
soluzioni per tre o piu corpi, nemmeno per il sistema SaegdFLuna, nonostante sia stato
studiato da oltre cento anni da famosi astronomi e matematic

103 Orbita circolare Consideriamo la masdd piu pesante fissa nell’origine mentre
la piu leggera ) percorre attorno alla prima un cerchio (orbita) di ragaon velocita
tangenzialey. Essenddr fisso la forza gravitazionale ha modulo costante pari a

Mm
Ricordando quel che abbiamo detto @b) la massa in orbita ha un’accelerazione centripeta
_v
*=R

che dev’essere prodotta da una forza centripgda Fortunatamente la forza gravitazionale,
essendo attrattiva e diretta verso il centro, & un’ottianadddata per essere proprio lei la forza
centripeta. Uguagliando (46) cona, otteniamo facilmente?:

M
47 V2 =G—
(47 =
Ne segue che la velocita tangenziale € costante e quinttid e di tipo circolare uniforme.
Partendo dalla (47) si ottiene facilmente il perioladell'orbita. Ne segue la Il legge di
Keplero:i quadrati dei tempi di rivoluzione sono proporzionali ailiwegli assi maggiori

(48) T20R® ossia R®/T?=cost

Gli assi magagiori si riferiscono alle orbite ellittiche. rRebite circolari asse maggiore = asse
minore =R come in questo caso.

La Ill legge di Keplero si verifica sui pianeti del sistemaasel L'accordo fra dati speri-
mentali e la legge € ottimo come si vede dalla Tabella doeerriportato nell’'ultima colonna
il rapportoR3/T?2 che & praticamente costante

Verifica della 11l Legge di Keplero

Distanza Periodo
media dal Solg di rivoluzione| R®/T?

(10° km) (anni)
Mercurio 57.9 0.241 3341962
Venere 108 0.615 3330588
Terra 150 1.000 3375000
Marte 228 1.88 3353426
Giove 778 11.9 3325407
Saturno 1430 29.5 3360191
Urano 2870 29.5 3350326
Nettuno 4500 165 3347107
Plutone 5900 248 3339278

Le piccole discrepanze fra i numeri della colonna di desiremsemplicemente dovute al fatto
che abbiamo approssimato delle orbite ellittiche con ertiitcolari.
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104 Ipotesi alternative per la forza gravitazionale La Il legge di Keplero (48) co-
stituisce una delle migliori verifiche della dipendenzaRldella forza gravitazionale. Se ad
esempio qualcuno ipotizzasse una forza del tipo

Mm
F=G—-
R3

la 11l legge diventerebbe
T20R*

in palese disaccordo coi dati astronomici come si pu0 eari facilmente.

105 Forza elastica. Legge di HookdJna molla si puo definire come un dispositivo che
esercita una forza quando viene allungato o compresso. ldfla i caratterizzata da una
sualunghezza naturalé, (che puo anche essere nulla). In compressione la mollasraa
(A¢ =1 —lp < 0) mentre in estensione si allung®(= ¢ — /o > 0).

Ci si rende facilmente conto che tale forza cresce con hgléumento o la compressione.
Lalegge di Hookee rappresenta con buona approssimazione la forza di richaoma molla
di cui AY rappresenta l'allungamento:

(49) F=—kat

L'allungamento viene scritto come vettore dato si deve ifipace in genere la direzione
in cui la molla viene allungaté& si misura in N/m e prende il nome dostante elasticdella
molla. Quanto piu grandeletanto piu la molla & “robusta” ossia esercita una notefaiza
di richiamo anche per piccoli allungamenti. Il segne™ci dice che la direzione della forza
e sempreoppostaall’allungamento, e la sua intensita cresce con l'allungato della molla
stessa.

Se una molla ha lunghezza naturale nulla e la supponiama pedtorigine la legge di
Hooke (in una dimensione) prende la forma

F = —kx
dato che I'allungamento della molla & propxio

106 Peso attaccato a una mollaSe lasciamo andare un corpo di massappeso a
una molla questa si allunghera fino a sviluppare una foreacomtrobilancia il peso. Cio
significa (vedi sopra) che la forza risultante sul corpo BanuQuanto vale in questo caso
'allungamento? Risposta:

_mg
A=

Si vede quindi che é possibile misurare l'intensita dédlaa peso misurando l'allungamento
della molla. Una molla usata per misurare la forza si chiamdimamometro Nel caso della

forza peso la chiamiamo anch#éancia.

107 Moto di un corpo soggetto a una forza elasticd_a soluzione non & semplicissima
per cui la tratteremo in seguito nel capitolo sul moto oatuitio.
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108 A guesto punto dovrebbe essere ben chiaro, ma lo ripetiagmamnna volta, che se
osserviamo un punto materiale fermo o in moto rettilinedarnme esso dev’essere soggetto a
una forza risultante nulla. Se siamo certi che almeno urmafoon nulla € applicata ad esso,
allora deve esisterne almeno una seconda che equilibrara.pRiflettendoci sopra finiremo
sempre per individuarla.

109 Dinamometri Il fatto che le forze siano sommabili come vettori ci offreaypossi-
bilita alternativa di misurarle staticamente. Ad esempaspendendo a una molla una massa
M possiamo misurare I'allungamento della molla. Questoigpondera alla forza peddg.
Utilizzando delle massel2,3M, ecc., potremo tarare la molla in termini di forze. Tale raoll
si chiamadinamometro

110 Impulso Consideriamo una forza che agisce per un temp molto breve. In base
alla Legge di Newton80) possiamo scrivere:

(50) FAt = mAV = AP

e la grandezz&At prende il nome dimpulso della forza FQuesta relazione prende anche
il nome di Teorema dell'impulso Si utilizzera questo teorema per studiare fenomenii(dett
appunto impulsivi) nei quali sono in gioco forze considetema che durano un tempo molto
piccolo (tali perd che il prodott&At sia finito e non infinitesimo). Un esempio sono gli urti.
In quei casi, il corpo in pratica non si muove apprezzabil@eaturante I'applicazione della
forza, ma acquista una quantita di moto (o varia quella ¢ch@gssiede) in base alla (50).

111  Una palla di massm = 0.5 kg arriva a terra con velocity = —10 m/s e rimbalza
verso l'alto con velocita/; =10 m/s. Se l'urto dura 0.05 s quanto vale la forza esercitaita d
pavimento?

Risposta: la variazione di quantita di moto valaﬂ(vg —Vy) = 20 kg m/s. Dalla (50)
troviamoF = 20/0.05= 400 N, una forza ben maggiore del peso che agisce sulla palla.

112 Terzo principio o principio di azione e reazione Questo principio ci dice che le
forze non vengono mai sole. Infatti dati due punti matergaliati (non soggetti a forze esterne)
si osserva che:

Fio=—-F21

ovvero la forza che 1 esercita su 2 € uguale e contraria &aqred 2 esercita su 1. L'equazione
puo riscriversi come:

Fio+Fo1=Fr=0

ovverola risultante delle forze interne nulla Pertanto laguanti& di moto totale
P =P1+P2 = M1 + Mo,

di un sistemasolatodi 2 corpi rimane costante nel tempo, o, con altro termsnepnserva
Infatti la sua derivata e zero:

P=P1+P2=mVi+mpVy = Fp+Fp =0
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113 Le reazioni vincolari Sappiamo dall’esperienza che un corpo poggiato sopra un
piano orizzontale € in quiete. Pertanto dovra essere:

zﬁf:o
Y S =Mg+R=0

R & la forza esercitata dal piano sul coghe lo fa restare in quietaltrimenti il corpo cadrebbe
attraverso il piano:

R =—Mg

e si chiamareazione vincolare Un vincolo, come dice il nome, modifica le possibilita di
movimento di un corpo. Il vincolo fa questo esercitando supo delle forze, detteeazioni
vincolari, che sommandosi alle forze esterne modificano il movimeat@arpo stesso. Nel
caso del piano appunto la reazione vincolare obbliga il@arptare solo da un lato del piano.
Un altro caso puo essere quello di obbligare il corpo a seguma determinata traiettoria
(esempio: i binari del treno).

E da notare che la reazione vincolare si adatta, per casiaditomaticamentealla forza
con la quale deve combinarsi. Uno stesso piano puo quiedciegre delle reazioni vincolari
di intensita diversissima, semplicemente in base al pedoggetto che che gli viene poggiato
sopra. Naturalmente ci sono dei limiti, che non hanno nulhaigterioso ma anzi un ben chiaro
significato fisico: se il piano non e piu in grado di esereit necessaria reazione vincolare
si rompe.

114 Reazione vincolare normaleNel caso che abbiamo esaminato la reazione € normale
alla superficie di contatto dell’oggetto col piano. La reas inoltre e rivolta verso I'esterno
del vincolo, in modo daespingereil corpo. Si chiamdiscio un vincolo che puo esercitare
solo reazioni normali alla sua superficie.

115 Se alla forza peso aggiungiamo una fokzdl vincolo reagisce COrR = —Mg-Fo
(che ha moduldlg+ |Fo| se la forza & concorde col peso). Se invece la forza tesdéevare
il corpo allora|R| = Mg — |Fo| e se|Fy| = Mg allora la forza di reazione vincolare si annulla,
in quanto il corpo si distacca dal vincolo.

116 Il Principio e reazioni vincolari In base al principio di azione e reazione, se il
vincolo esercita sul corpo una forzg, il Corpo a sua volta esercita sul vincolo una forza
—R. Questo fatto ci permette di rispondere alla domanda apparente banale: quale forza
esercita sul pavimento una cassa di madsa di pesoMg ? (Naturalmente la risposta e: la
cassa esercita una forza pari al suo peso.)

La forza pesdVig € applicata alla cassa. Poiché la cassa sta sul pavimeesto reagisce
applicando alla cassa la reaziofie= —Mg. Per il principio di azione e reazione la cassa
esercita infine sul pavimento una forz& che & appunto pari alla forza pelsi@.

117 Reazione vincolare su corpi in movimentdSe il corpo € in movimento la reazione
vincolare si combina con le altre forze agenti sul corposstgeer sottometterlo all'azione del
vincolo. Se il vincolo e liscio occorre sempre tener présere la reazione vincolare puo
esercitarsi solo perpendicolarmente alla superficie delolo. O meglio, perpendicolarmente
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allatraiettoria che il vincolo obbliga il corpo a seguir€Questa precisazione € importante se
il vincolo €, ad esempio, un filo. In effetti il filo si compartla vincolo quando e teso, e in tal
caso la forza che esercita e allineata col filo, ma e tttasrmale alla traiettoria che il corpo e
costretto a seguire. Per chiarire meglio il concetto cargiho un punto pesante che scivola
senza attrito su una superficie curva. Per semplificare inmaago che il moto avvenga su un
piano che taglia la superficie curva e consideriamo il mottakupiano. Il moto del punto e
determinato dalla legge di Newton:

by = d 2
F:Fe5t+3%:nﬁ:md—\t/ér+mvﬁé\|

Se scomponiamo la forza esterfan due componenti, una lungér e l'altra lungoey, e
teniamo conto che la reazione vincolare e solo luggd@perché il vincolo e liscio) potremo
scrivere che:

2

V
CRN + F’\?St: mﬁ

Il senso positivo € nel verso &y, quindi dalla parte del centro locale di curvatura (vedi fig.
12). Osserviamo che il secondo membro € sempre positippreaentando la forza centripeta
che e diretta verso il centro di curvatura.

Si possono esaminare due casi, a se-
conda se il punto sta dal lato convesso
o concavo della superficie. Nel primo
caso, (a), poiché Ry dovra esseree-
gativa questo pud avvenire solo se la
forza esterna é sufficientemente inten-
sa da schiacciare, per cosi dire, il punto
sulla superficie. Nel secondo cagb),

Rn dovra essergositivo e I'equazio-
ne € sempre soddisfatta qualunque sia
l'intensita della forza esterna.

Nel primo caso, se la forza ester-
na non e sufficiente o se I'accelerazione
@) (b) centripeta € troppo grande I'eguaglian-

za non & piu soddisfatta e il punto si
distacca dal vincolo.

Fig. 12
118 Pianoinclinato Consideriamo
un corpo di massM su un piano incli-
nato liscio che forma un angobo con I'orizzontale (Fig. 13). In questo caso conviene assu-
mere un sistema di assi cartesiani con I'asgarallelo al piano e I'assg perpendicolare a
questo. Il corpo & soggetto alla forza pé4g e alla reazione vincolafy, normale al piano
in quanto questo e liscio. Dato che il corpo si deve muovengd il piano queste due forze
si devono combinare in modo da avere una risultante paaalgbiano. Con la scelta degli
assi indicata vediamo quindi che la risultante delle fotzegby si deve annullare. Dato che
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la reazione vincolare € normale al piano essa non puo0 it#are il moto lungo I'assg:
0= Ry —Mgcosa
Fx = Mgsina

La prima equazione ci fornisce il valore del-
la reazione vincolare. Dalla seconda otteniamo
I'accelerazione lungo il piano:

ay = g sina
Il moto & quindi di tipo uniformemente accelerato.

119 Corde Una corda o filo puo costituire, se te-
sa, unvincolo. La corda per costituire un vincolo idea-
le dev’esserenestensibile Non e invece necessario
che sia priva di massa.

Si chiamaensionenel puntoX di una cordal modulo della forza che la corda sviluppa in
qguel punto

Una corda tesa lungasottoposta a una forzl%:\ eTZB ai due estremi A e B, si muove con
un’accelerazione data da:

Fig. 13

a= (FA —+ FB)/m

dovem e la massa della corda. Ne segue che una corda di massapeillauoversi con
accelerazionéinita, deve essere sottoposta a forze di egual modulo ai due estretal caso
la tensione della corda & la stessa in tutti i punti e Viale |Fa| = |Fg|. Se invece la massa
non e nulla, la tensione varia da punto a punto e si ricavlnfaote.

Un segmento di corda lungaoattaccato all’estremo A ha massga= (x/L)med & sottopo-
sto a una forza risultanté, — T (X). Siccome la sua accelerazione € la stessa di tutta la corda
nel suo insieme, ne segue che dev’'essere:

X
TX)=Fa+(Fs—Fa)y

ovvero la tensione variinearmenteda un estremo all'altro fra i valofFa| e |Fg|.

120 Esempio Nella fig. 14 sono rappresentati 3 blocchi che scivolano spiamno oriz-
zaontale liscio, collegati fra loro da corde ideali e privemdissa. Una forza orizzontake e
applicata inc (diretta verso destra). Si deve trovare I'accelerazionédldechi e la tensione
delle corde i, b ec.

Fig. 14

Per risolvere il problema si parte dall’'ultimo corpo della fiA e si scrivono le equazioni
del moto per i tre blocchi:

Ta:MAa
(51) Jp—Ja=Mpa
Je—Tp=Mca
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Notiamo chéJ; = F. Sommando membro a membro le 3 equazioni abbiamo
(52) F=(Ma+Mg+Mc)a

da cui si ottiene subito I'accelerazioaelnserendola nelle equazioni (51) si ottengono le altre
tensioni.

121  L'equazione (52) si sarebbe potuta scrivere subito dato(thd sistema dei 3
blocchi si muove rigidamente come se fosse un unico puntenade di massda+ Mg+ Mc
al quale € applicata I'unica forza esterna (non ci sondigttF .

122  Ove ci fossero attriti, occorrera inserirli nelle equaibl insieme alle tensioni.

123 Se al posto delle corde ideali ci fossero delle molle i reihon cambierebbero.
Per sviluppare le opportune tensioni le molle in questo dasono ovviamente allungarsi. La
Legge di Hooke 105 permette di calcolare di quanto si allunga ogni molla. Aenegio, per
la mollaina:

A= Ta/k

Fig. 15 Fig. 16

124 Carrucole Le carrucole sono delle semplici macchine. Ricordiamo nHdeccani-
ca una macchina e “qualunque sistema mediante il qualessepioasmettere I'azione di una
forza da un punto a un altro, o modificare comunque I'aziongndiforza” (A. Battelli). Per
semplificare immaginiamo di aver a che fare con carrucoleatsa nulla e corde anch’esse
di massa nulla. Nella fig. 15 vediamo una carrucola che rutbt&n® a un perno appeso a
un soffitto. Una masskl € appesa a un estremo della corda, mentre all’altro estvéene
applicata una forz&. Essendo la corda e la carrucola di massa nulla, la tendiltecorda, e
la medesima ira e @ e quindi sardll = F. Ne consegue che al corpo & applicata una forza
risultante di moduld- — Mg e diretta verso I'alto.

Se adesso ie appendiamo una seconda maskafig. 16) le tensioni iraea’ rimangono
sempre uguali fra loro. Si& il loro valore. | due corpi sono quindi soggetti alle forze:

Fi=(T-M0) 8
Fo=(T—Mx0) 8
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dove al solitcg, € il versore dell'asse y diretto lungo la verticale e or&atverso l'alto.
Scrivendo le equazioni del moto abbiamo:

Miayy = (T—M
(53) 181y = ( 19)
Mzazy = (‘T— Mzg)

ma se la massa 1 si spostayyila 2 si spostera di-Ay (se 1 sale 2 scende della stessa altezza
e viceversa) quindi le velocita e le accelerazioni soncaliged opposte. Per cui, eliminando
T dall’equazione (53), abbiamo:
N Mo — M1

v gMz + Mz

Questo montaggio della carrucola si chiamacchina di Atwood

125 |l paranco Finalmente un altro montaggio della carrucola si vede radla 17,
dove un estremo della corda e fissato, p. es. al soffitto, mndémtmassa e appesa al perno
della carrucola. In tal caso la forza applicata alla mas8a e Mg ed essendd = F ne
segue che si puo tenere in equilibrio la massa applicaridacatda una forza pari a meta
del suo peso. Questo € il principio dgranca Nel paranco, se la corda al cui estremo e
applicata la forza si sposta di, la massa si sposta diy/2. In effetti, riferendoci sempre
alla fig. 17, consideriamo il tratto di corda feee @. Sia la sua lunghezaa Meta di questa
lunghezza si trova fra e I'estremo basso della carrucola, meta fra lo stessonestesa’.

Se ora alziamo dhy I'estremoa’ della corda, e la carrucola sale
di AY, possiamo scrivere che= 2(L/2— AY) + Ay da cui segue ap-

punto chedY = Ay/2. Il ragionamento si estende subito alle velocita )\ N
e alle accelerazioni, ossia se I'estremo della corda hdexreez&one .
ay allora la carrucola ha accelerazioag 2. $ F
a_ | L a
126 Le forze di attrito statico fra solidi Sappiamo dall’'espe- ‘
rienza che per mettere in movimento un corpo che si trovaosoigu

un piano occorre applicargli una formainima Cio avviene perché

la reazione vincolare non e puramente normale al piano aaabhe

una componente tangente al piaﬁ&a, Tale reazione vincolare non

ha un valore prefissato, ma e tale da poter controbilantadi@za

applicata dall’'esterncentro certi limiti: |R;| < ps|Rn|. La costante M
s si chiamacoefficiente di attrito staticed e caratteristica del con-

tatto fra la superficie del corpo e quella del piano. Valogvati dips Fig. 17
significano grande attrito. In pratica il valorejgie sempre< 1.

127 Le forze di attrito dinamico fra solidi Se il corpo men-
zionato sopra si mette in movimento, interviene in geneferiza di
attrito dinamicoche si manifesta come una componente delle reazione viecialagente al
piano il cui valore assoluto e dato ﬁ%ﬂ = ud|§%N |. Notare il segno di eguale rispetto al minore
0 eguale dellattrito statico. La direzione della forza tiito dinamico € sempre opposta alla
velocita del corpo.

Il coefficiente di attrito dinamicqug, € in generale piu piccolo .
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128 Blocco su piano orizzontale scabrdn questo cas®y = mgdovem e la massa del
blocco. Se applichiamo al piano una foi@mazzontale F questa non alter®&y. La massima
reazione di attrito sara quinéi, = ysmge il blocco si mettera in movimento se

F > psmg

forza parallela al piano

Supponiamo adesso che la forza faccia un anfalan I'orizzontale. La componente verticale
F sinB si sommera alla forza peso, per cui la reazione vincolarenda

Rn = mg—F sinf3

Notiamo che a seconda del segn@da reazione diminuisce a aumenta rispetto@per cui
I'attrito rispettivamente diminuisce o aumenta. [€ negativo la forza schiaccia il blocco
sul piano accrescendo lattrito. Tenendo conto che la corapie orizzontale della forza vale
F cosP ne segue che il movimento del blocco avverra se

F cosP > ps(mg— F sinp)
F(cosB+ pssinf) > psmg

forza obliqua rispetto al piano

Massimizzando cd3+ psSinp si minimizza la forzeé=. Il massimo di cof + pssin si ha per

tanf3 = . In tal caso

F>ng

Vit

129 Attrito dinamico Nel caso generale di forza obliqua I'accelerazione e data d

a= E(COSIH HaSINB) — Ha g

130 Le forze di attrito viscoso Le forze di attrito viscoso si manifestano su corpi in
moto dentro dei fluidi. La resistenza dell’aria € un esenmpito a tutti. Sono forze dipendenti
dalla velocita, che aumentano con essa. A basse veladlipéndenza € linearene diventa
guadratica a velocita maggiori. Lattrito viscoso dipermhche dalla forma del corpo, e in
particolare dalla suaezione trasversaPer forze viscose quadratichevrvale in genere la
formula di Newton:

I_:)a = — %Cr pS\Fé\/
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dovep € la densita del fluidd la sezione trasversa del corpdzeun coefficiente che dipende
dalla forma del medesimo. A titolo d’esempio, per un’autbiteoben studiata dal punto di

vistaaerodinamico €~ 0.3.
Un corpo che cade, soggetto alla resistenza dell’aria,aviedsua velocita crescere fino

a un valore limite. Per tale valore la forza di gravita € algue opposta all’attrito viscoso,
cosicché la forza risultante € nulla e il corpo si muove dtoruniforme. La velocita limite
corrisponde quindi alla soluzione Bi(Vjm) = mg
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Capitolo IV

Trasformazioni di riferimento

131 In fisica non esistono sistemi di riferimento privilegiakls stesso fenomeno puo
essere studiato in sistemi di riferimento diversi e in aEcdi questi dev’'essere possibile
una descrizione del fenomeno in base alle medesime leggi filgta. Ne consegue che le
osservazioni e le misure fatte in un sistema di riferimergeothio essere “traducibili” per un
osservatore che usa un altro riferimento. Deve’esseredgpossibile trovare delle formule
che permettono di effettuare le cosiddettesformazioni di riferimento

) 132 Trasformazione delle coordinateln fig. 18
y abbiamo rappresentato due riferimenti, che chiamere-
mo X e ¥/, nei quali sono definiti due sistemi di coor-
dinate cartesiane ortogonalxye O'xy). Nella fi-
r gura gli assi sono fra loro paralleli e se durante il moto
o X gli assi si mantengono sempre paralleli allora diciamo
R che i due riferimenttraslano I'uno rispetto all’altro.
0 X Se cio non avviene significa che i due riferimenti sono
anche animati da un moto di rotazione relativa.
Avvertenza: le formule che daremo nel seguito, a
meno di un esplicito avviso, si applicano solo al caso
semplice della traslazione.
Supponiamo di trovarci nel primo riferimento e di
studiare il moto di un punto P: ad esso faremo corrispondereettoreOP =¥. L'origine
del riferimento mobile, Q sara identificata dal vetto®0O = R. Volendo, potremmo anche
identificare il punto P utilizzando un altro vetto@P =T e la relazione evidente

Fig. 18

(54) T=7+R

Anche se abbiamo ricavato I'eq. (54) immaginando di trovaed riferimento %, essa
costituisce unaelazione fra vettore vale in qualunque sistema di riferimento.

Nel solo caso della traslazione, poiché gli assi rimanguaralleli, passando alle compo-
nenti la relazione diventa:

x=xX+X

(59) y=y+Y
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133 Trasformazione della velocid Per ottenere la legge di trasformazione delle velocita
deriviamo la (54) ottenendo:

dR/dt si identifica immediatamente come la veloditicon cui l'origine il riferimentos’ si
muove rispetto &. dr'/dt e invece la velocita di P i2’ ossiav’. Abbiamo quindi la legge di
trasformazione delle velocita fra i due riferimenti:

/+\7
—V

I
<

v
(56) N
VvV =

<l

134 Velocita relativa Se P & fermo nel riferimento mobi¥ questo si chiama iliferi-
mento di quietali P. In tal caso la velocita misurata nel riferimer®a & nient'altro cheV
dato che’ = 0. Consideriamo ora due punti materiali ®P e sianoz e ¥’ i corrispondenti
riferimenti di quiete. Chiamiameelocita relativa di 1 rispetto a da velocita che 1 ha nel
riferimento di quiete di 2 (quindi it’): V12 = —V. Viceversa, chiamiamo velocita relativa di
2 rispetto a 1 la velocita che 2 ha nel riferimento di quiété gyuindi in£’): Vo, = V. Come
c’era da aspettarsi le due velocita sono uguali in modulaezidne e opposte in verso. In
generale quindi la velocita relativa di 2 puntj & sempre data da

=

Vij = Vi —Vj = —Vji

135 Trasformazione dell’acceleraziondl procedimento per ottenere la legge di trasfor-
mazione dell’accelerazione e del tutto simile a quelldager la velocita. Si derivare la (56)
e si ottiene la formula seguente:

—

a=d+A

doveA & l'accelerazione dE’ rispetto a>. Anche questa formula vale solo per il caso delle
traslazioni. Si usa chiamafeancheaccelerazione di trascinamento.

136 Riferimentiinerziali Consideriamo un oggetto che si muove di moto rettilineo uni-
forme essendo soggetto a una forza nulla. Il sistema dimto in cui facciamo tale os-
servazione viene chiamatderimento inerzialeper significare che in esso vale il principio
d’inerzia (70).

Se un secondo osservatore si muove rispetto a noi di moiloesatuniformesenza ruotare
Su se stesslinggetto continuera ad apparirgli in moto rettilineo fonime (L33), seppure la sua
velocita possa essere diversa di quella che appare a rfmastal Il Principio anche il secondo
osservatore dedurra che I'oggetto in questione € saggeaina forza nulla e potra affermare
anch’egli la validita del principio d'inerzia nel suo rifmento, e quindi a buon diritto riterra
di essere in un riferimento inerziale.

Dato che la velocita del secondo osservatore rispetto @ ra@l tutto arbitraria (basta
che sia costante) deduciamo che passando da un sistemarueifito inerziale a un altro
che trasla rispetto al primo in moto rettilineo uniforme @viamo ancora in un riferimento
inerziale. In breve, tutti i sistemi di riferimento che tie®o con moto rettilineo uniforme
rispetto a un sistema di riferimento inerziale, sono arssi'merziali.
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137 Principio di relativita di Galileo Si deduce subito che studiare un medesimo fe-
nomeno fisico in diversi sistemi inerziali € del tutto eqlénte. Questo fatto fu messo in
evidenza per la prima volta da Galileo, e prende il nomerdicipio di relativita. Galileo
sottolineo che era impossibile, per mezzo di misure cdedatte all'interno di un medesimo
riferimento, determinare se questo era 0 meno in movimeatbliheo e uniforme), dato che
in tutti questi riferimenti i fenomeni appaiono gli stessi.

Per capire meglio questo concetto, dobbiamo tenere in nurgde forze costituiscono
'essenza dei fenomeni fisici: un fenomeno nuovo in genem@ioa una nuova forza. Ora,
il passare da un riferimento inerziale a un altro non fa n@soescomparire accelerazioni e
guindi nemmeno forze, pertanto non aggiunge nulla alladfisie gia conosciamo.

Una conseguenza del principio di relativita galileiartdne non ha nemmeno senso pensare
all’'esistenza di sistemi di riferimento privilegiati. lamtaggio di usare un certo sistema rispetto
a un altro dipende da fattori contingenti. Spesso una cedhasappare naturale o serve a
semplificare un problema.

138 Riferimenti non inerziali Al contrario, un corpo a riposo (0a= costante ) visto
da un osservatore che accelera apparira muoversi di metaah sara piu rettilineo unifor-
me. In tal caso 'osservatore, se e certo che il corpo nayggetto a forze, riterra non valido
il principio d’inerzia. Il sistema di riferimento non & audi per lui inerziale. L'accelerazio-
ne responsabile di questo puo essere sia puramente scdadovuta a un cambiamento di
direzione (rotazione).

139 Come caso particolare di sistema di riferimento acceleratsideriamo per esempio
un sistema di riferimento che ruota: un sistema legato alaalcompie una rotazione in 24
ore. La stella Deneb (visibile d’estate) € con buona agimazione a riposo nel sistema di
riferimento inerziale delle stelle fisse. Tuttavia a noi stiamo sulla Terra Deneb appare fare
un moto circolare: sorge, tramonta, passa dall’altra pdeta Terra, riappare ecc. Non fa
quindi un moto rettilineo uniforme pur non essendo presdmiénte soggetta a una forza at-
trattiva verso la Terra, data la sua enorme distanza (106mndi volte la distanza del Sole). Il
principio d’inerzia non e quindi valido, e il sistema legalla Terra non € un sistema inerziale.

140 Si potrebbe porsi la domanda: @e£ 0 come facciamo a stabilire se siamo in un
riferimento non inerziale oppure se c’e effettivamenta fwrza che agisce sul punto ? La
risposta alla domanda non & semplice. In generale possiaeche se abbiamo ottime ragioni
per ritenere il punto materialéero allora lo stiamo osservando da un sistema di riferimento
non inerziale. Nel caso della Stella Polare potremmo igatiz che la forza di attrazione
gravitazionale sia responsabile della sua traiettorieotare attorno alla Terra. Tuttavia si
tratta di una forza minima data I'enorme distanza fra noi stéla e certamente non puo
esser ritenuta responsabile del suo moto circolare. Boftrmarziano che osservasse la stessa
stella da Marte giungerebbe a conclusioni simili, solo obelyi la forza di attrazione sarebbe
rivolta verso Marte. In definitiva I'ipotesi della forza noegge, I'unica ipotesi plausibile e la
pit semplice € che la Terra sia un sistema di riferimero inerziale

141 Forze apparenti in riferimenti non inerziali Sappiamo che nei riferimention
inerziali il principio d’'inerzia non & valido: un corpo libero ha untzelerazioneE possibile
salvaguardare formalmente il principio d’'inerzia in tasitemi attribuendo questa accelerazio-
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ne alla presenza delle cosidddtieze apparentiQueste forze apparenti sisommano alle forze
reali e insieme a queste determinano il moto del corpo regimiento non inerziale.

Per determinarle consideriamo un punto matetflialero in un certo riferimento inerziale,
quindi con accelerazione nulla. Servendoci della leggeadiormazioneX35) troviamo che la
sua accelerazione in un riferimento non inerziale saradaft’accelerazione di trascinamento
di quest’'ultimo, cambiata di segno:

(57) 3( - —Atrasc

Quindi la forza apparente, definita come quella forza cherimmgpa un corpo di massa
I'accelerazione osserva#y vaIeFapp_ —mAtrasc

Notiamo che la forza apparente, similmente alla forza pegopporzionale alla massa del
corpo. Ne segue che in un sistema accelerato con un’aczieleeapari ag tutto si svolge
come se si fosse in presenza della gravita terrestre. @aeégprincipio di equivalenza

142 Forza centrifuga Questa forza apparente si manifesta nei sistemi di riferimehe
sono animati da un moto di rotazione e quindi non possiambcape le formule precdedenti,
che abbiamo ricavato solo per le traslazioni. Possiamofaeilmente capire qual € la sua ori-
gine se consideriamo un siste@asolidale con un’auto che percorre una curva con velatita
Il sistemaX’ € quindi un sistema rotante accelerato con I'acceleraaientripetadi modulo
V2/R. Un corpo di massm, per percorrere la stessa traiettoria dell’auto (in modafzarire
in quiete rispetto ad essa), necessiterebbe quindi di uza éentripetapari amV?/R. In
mancanza di essa il corpo viaggia in linea retta di motoliregd uniforme e quindi nel rife-
rimentoX’ esso appare animato da un’ accelerazione verso I'esteme se fosse soggetto a
una forzaapparente centrifugdi modulomV?/R.

La forza centrifuga & quindi realmente umancanza di forza centripeta ha il suo stesso
valore ma e diretta verso 'esterno.

143 Riferimenti in caduta libera Un sistema di riferimento che si muove, soggetto solo
alla forza di gravitazione (ascensore che precipita, npaeiale che viaggia a motori spenti,
Terra che si muove intorno al Sole, ecc.) si diceaduta libera Si tratta di un riferimento
non inerziale, nel quale I'accelerazione di trascinamentaccelerazione di gravita nel luogo
gove il riferimento si trova. Chiamiant tale accelerazione, che da luogo alla forza apparente
Fapp= —mg’.

La forza di gravitazione agisce sui corpi che si osservahdfeeimento, e valeE = mg.
D’altronde I'osservatore nel riferimento in caduta libelavra scrivere la Legge di Newton
sommando a questa la forza appareﬁg@p: —mg’, per cui la forza risultante € nulla. Il ri-
sultato (valido indipendentemente dalla massa) e cheplacosulterdprivo di pesaall’osser-
vatore. Questo avviene appunto perche 'osservatoreaploccadono insieme con la stessa
accelerazione. Non essendovi quindi accelerazione valasssevatore-corpo, quest'ultimo
appare privo di peso.
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Capitolo V

Lavoro ed Energia

144 Lavoro infinitesimo Consideriamo un punto materiale che si sposta di un tratto
infinitesimodx lungo 'assex e su cui agisce una forfa= (Fy, K, F;). Supponiamo dapprima

che la forza sia costante. Si chiatagoro infinitesimadella forzaF il prodotto:

Se la forza non e costante la definizione va egualmente lmetteralmente la forza dovra
essere calcolata nella posizione in cui si trova il punt@te dhe lo spostamento & infinitesimo
potremo supporre la forza costante xla x + dx durante lo spostamento e usare il valore
calcolato in P= (x,y, ).

Se lo spostamento non avviene lungo I'assea ha componentidx dy,dz) (ed & quindi
rappresentabile da un vettore infinitesinfo= (dx dy,dz) ) il lavoro infinitesimo & dato da:

dl = F.df = Fdx+ Fdy+Fdz

essendo il prodotto quello scalare per il quale possiambescriveredC = |F| ds cosf,
dovedsé lo spostamentad6 = |dr|) e 6 & I'angolo che esso fa con la forza. In altro modo
equivalente potremo scriverttls = F dsdove abbiamo introdotto la componente della forza
parallelaalla traiettoria. Avremo quindi che il lavoro potra essere

1. positivo sé- edF sono concordi;
2. negativo sé& edr sono discordi;

3. nullo seF edF sono ortogonali;

145 Importante. Lo spostamento del punto sara ovviamente determinata ttalta ri-
sultante che agisce su di esso, in base alla legge di Newtttavia se sul corpo agiscono piu
forze niente ci impedisce calcolarci separatamente i idatr da ciascuna di dette forze. Ad
esempio, se su un punto agiscono la forza peso e una forzatiascoso, potremo calcolare
separatamente i lavori fatti da ciascuna di queste forzexnsandoli insieme avremo il lavoro
della forza risultante.

146 Moto rettilineo uniforme Se un corpo si muove dnoto rettilineo uniformesotto
'azione di piu forze (ad esempio, corpo pesante che cattepgsto ad attrito viscoso) il
lavoro totale fatto dalle forze € nullo. Infatti essendeonibto uniforme la forza risultante e
necessariamente nulla e cosi ¢ il lavoro.
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147 Lavoro delle reazioni vincolari e delle forze d’attrito Le reazioni vincolari dei
vincoli lisci sono, per definizione, sempre normali allo spostametitd € pertanto non fanno
lavoro. Ad esempio, nel moto circolare, sia esso uniformesaanla forza centripeta non fa
lavoro.

Se il vincolo non é liscio esiste una componente della oggztangente al vincolo che
da luogo allaforza d’attrito. Essendo la forza di attrito sempre contraria allo spostaond
lavoro della forza di attrito sara sempregativoe viene, con altro termine, dettesistente

148 Calcolo del lavoro Se lo spostamento non € infinitesimo ffigito, partendo ad
esempio dal punto A per finire al punto B, si procedera sonatmdanti lavori infinitesimi
corrispondenti a degli spostamedtj lungo la traiettoria seguita dal punto. Passando al limite
avremo un integrale il cui valore in generale dipenderapgatorso, nonche ovviamente dai
punti di partenza e di arrivo:

- B

Un tale integrale si dicantegrale di lineadato che & appunto calcolato sulla linea della tra-
iettoria. E’ quindi da attendersi che esso dipenda non sla tbrza ma anche dalla traiettoria
fraAeB.

Nel caso semplice in cui lo spostamento e lungo I'ass&voro si calcolera quindi come

Xt

(59) (%, Xf) = A Fe(X)dx

149 Forze dipendenti dalla posizioneUna forza si dicadipendente dalla posizions
con altro termineposizionale se & una funzionesclusivamenteel punto Fxy,z) : F=
IE(x, y,z). La forza di gravitazione e in particolare la forza pesopla#é di Coulomb, la forza
elastica sono tutti esempi di forze dipendenti dalla posiei Le forze di attrito dinamico
dipendono invece anche dalla velocita, essendo sempostgad essa, e non rientrano quindi
in questa categoria.

150 Se per una forza dipendente dalla posizione la traiettarnigd la quale si calcola
il lavoro € percorsa in senso inverso, partendo dal punteB&grminare in A, ma seguendo
la stessa traiettori, allora nel calcolo del lavoro la forza rimane immutata menatti gli
spostamenti cambiano di segno e cosi pure il lavoro:

LI’(Av B) = _Lr(BvA>

151 Lavoro di una forza costante Se la forza € costante (in modulo, direzione e verso)
allora e possibile portarla fuori dall’integrale:

— B —
L— F~/ df = F- (g —Ta)
A

e possiamo notare che in questo caso il lawidipendentealla traiettoria seguita dal punto
per spostarsi da A a B. Questo & un risultato molto impogtatzedremo in seguito che esso
rimane valido anche per alcune fonzen costanti
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152 PotenzaSi dicepotenzal lavoro fatto nell’'unita di tempo:

W=-"=F.— =F.V

AL
S dt dt

eV e la velocita del punto materiale .

153 Teorema delle forze vive. Energia cineticaConsideriamo adesso il lavotetale
fatto dalle forze su un punto materiale . Dato che esso ndtr@che il lavoro fatto dalla
forza risultante e che proprio quest’ultima determina iltondel punto materiale , possiamo
sostituire an@a la forzaF nell’espressione del lavoro infinitesimo:

dl = F.df=ma dr
= m%-d'r‘:md\*/-v
dt

= m(dwVvyx+dw vy +dv;Vvy)

= m|3d(8) + 5d08) + 3d02)| =

2
= m%d(vz) = d(%mvz)

La relazione ricavata sopra € un’eguaglianza fra 2 diffeisi. Integrando ambo i membri
dell'uguaglianza per un punto materiale che si muove da A d@t@&mmo il Teorema delle
forze vive

B 1 1
L(A.B)= [ F®-dr=Zmg-5m}
dove la quantitét}mv2 prende il nome dEnergia Cineticadel punto materiale . L'energia
cinetica € una grandezzaaalaresempre positiva (la velocita compare al quadrato e la massa
e sempre maggiore di 0). Abbiamo esplicitamente indicaB\nell’espressione del lavoro,
L(A,B), per ricordare che si tratta del lavoro fatto per spostaparito materiale da A a B, e
che naturalmente dipende dalla traiettoria da esso segjigtaunciato del Teorema delle forze
vive e:

La variazione di energia cinetica di un punto materiale @algal lavoro
totale delle forze che agiscono su di essaicolato sulla traiettoria
percorsa

154 Unita di misura del lavoro e dell’energia L'unita di misura del lavoro nel sistema
MKS si chiama Joule e si abbrevia J. Se un punto materialeosigpi 1 m nella direzione e
nel verso di una forza di 1 N ad esso applicata, quest’ultiomagse il lavoro di 1 J. Dato che
il lavoro si trasforma in energia cinetica, anche questhatsi misura in Joule.

Nel sistema cgs l'unita di lavoro ed energia e I'erg, cheisponde a una forza di 1 dyne
e a uno spostamento di 1 cm: 1 J = Hig.
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La potenza si misura in Watt (W) nel sistema MKS: 1 W =1 J/s, 1&W000 W. Non
esiste un’unita nel sistema cgs.d’uso a volte nella pratica utilizzare, come unita di masu
del lavoro, il Watt-ora (Wh) o il kilowatt-ora (kWh), che asponde a una potenza di 1 o0 1000
W erogata per 1h = 3600 s. Quindi ad esempio 1 kWh6=18° J. Questa energia costa a noi
utenti circa lire 350 (tasse comprese) se la acquistiamceoaL.

155 Ordini di grandezza La tabella da un’idea di quanto siano i tipici valori delléxgia
con cui abbiamo a che fare nella vita di tutti i giorni. | valoportati per i combustibili sono
guelli che si ottengono nella loro combustione; la quarditéenergia meccanica o elettrica che
da essi si riesce a ottenere vale all'incirca 1/3 (rendimetfitcui si € tenuto conto per la voce
(*) nella tabella)). L'energia elettrica si pud invece traséwe in meccanica al 95 %.

Esempi(E = Exa = 18%)

Tep
J Wh (Tonn. equiv.

petrolio)
1 tonn. di petrolio 42.10° 11,7-10° 1
1000 n¥ metano 32.10° 8,89-1(F 0,76
1 tonn. carbone 29.10° 8,06-10° 0,69
1 barile petrolio (159 1) 5.7-10° 1,6-10° 0,137
1 litro benzina 35.10° 9,7-10° | 0,83.10°3
1 pila stilo ricaricabile 10,8-10° 3 0,26-10°6
1 batteria auto 40Ah 1,73-10° 480 42.10°°
1 uomo in 1 giorno 8,6-10° 2400 0,2-10°3
Petrolio estratto in 1 giorno 0,46-10'%=0,46 E| 127-10%? 11-10°
Consumo Mondo in 1 anno 440-108=440E | 122-10° | 10,6-10°
Consumo ltalia in 1 anno 8,4-108=84E | 2,33-101° | 200-1(°
Consumo elettricita Italia in 1 annol,15- 10 =1.15 E| 320-10'2 | 82-1C° (¥
Sole ltalia’k nf in 1 anno 6,3-10%° 1,75-10%% | 0,15-10°

156 Se il lavoro fatto dalle forze e positivo I'energia cineti@umenta. Se € negativo essa
diminuisce. Un corpo soggetto alla sola forza di attritodngula energia cinetica in costante
diminuzione. Dato tuttavia che I'energia cinetica non paéere negativa, essa potra diminuire
al minimo a zero, il che avviene all'arresto del corpo.

Un corpo che scivola su un piano orizzontale privo di attntantiene costante la sua
energia cinetic%v2 dato che le forze che su di esso agiscono (peso e reazionelanac
normale) sono ortogonali al movimento e quindi non fannoilayv

157 Un punto materialgpossiedesnergia cinetica maon possiedéavoro. Il lavoroe
sempre svolto dalle forz&sso modifica I'energia cinetica posseduta dal corpo.

158 Mentre possiamo distinguere il lavoro fatto separatamealie varie forze che agi-
SCoNo su un corpo, non ha senso voler scomporre I'energgdi@@nn componenti distinte: il
teorema delle forze vive si applica al moto e al lavoro conaple
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159 Forza peso La forza peso e I'esempio piu comune di forza costantelizdéndo
la formula del (51) possiamo calcolare il lavoro fatto quando un punto matepasante Si
sposta A a B:

F= (0,0,—mg) — L(A,B)=-mgyzs—2a)

il che ci fa vedere esplicitamente che il lavatipende solo dalla differenza di livello fra le
posizioni di partenza e di arrivo

Il lavoro che fa la forza peso € quindi negativo se il puntdariale sale. Per un corpo
lanciato verso I'alto si ha quindi una diminuzione dell’egia cinetica nella fase ascendente.
Nella fase di discesa il lavoro e positivo e quindi companmsaumento dell’energia cinetica
del punto.

160 Forze conservative — Energia potenzialeUn caso particolare, molto importante
nella pratica (o abbiamo gia incontrato calcolando iblavdella forza peso), si ha quando il
lavoro da A a Bnon dipendelal percorso seguito. In tal caso il lavoro per andare da AarB n
cambiera se sceglieremo un’altra traiettoria passantempeunto O: il lavoro da A a B sara
quindi uguale al lavoro da A a @it il lavoro da O a B:

L(A,B) = L(A,0) + L(0,B) = L(A,0) — L(B,0)

Se decidiamo di fissare O come punto di riferimento una vodtatptte (nel contesto del
problema che stiamo risolvendo) il lavofgA,O) dipendera solo da A. Pertanto possiamo
considerarel (A, O) una funzione del punto A (o delle sue coordinatg z). Lo stesso vale
per B. Questa funzione prende il nomeethiergia potenziale semplicementpotenzialee si
indica in genere con la lettexao U:

U(B)-U(A)=—-L(A,B)
Ribadiamo che perché una forza ammetta I'energia potierziadispensabile che il suo
lavoro non dipenda dal percorso seguitoUn tale tipo di forza si chiameonservativa

161 Calcolo dell'energia potenziale Si parte dalla definizione (60) e si applica la for-
mula (58) o (59) a seconda del caso. Consideriamo il casegmplice, la forza peso diretta
lungoy:

(61) U(y) = —/y:Fy(st/ = —/y:(—m@ds/ =mgy—mgy

doveyj € la coordinata del punto di riferimento O. Possiamo anchieese

U (y) = mgy+Uo

doveUp = mgy € una costante. Questa costante dipende dalla scelta di®espere azzerata
scegliendolo in modo che sig = 0. Notiamo quindi che I'energia potenziale puo essere
positiva 0 negativa a secondayse 0 oy < 0, a differenza dell’energia cinetica che € sempre
positiva. Come vedremo sotto, il valoreldy non ha nessuna importanza ai fini pratici dato
che cio che conta sono tkfferenze di energia potenziale e in quesig sparisce.
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162 Conservazione dell’energiaSupponiamo sempre le forza conservativa. Partendo
dal teorema delle forze vivd %3

e applicando la (60) si ha:

La formula esprime il principio dell@onservazione dell’energia meccanicain effetti al
primo membro abbiamo la somma di due grandezze che sondataloel punto A ('energia
cinetical/ mvﬁ e I'energia potenziale U(A)). Al secondo membro le stesse ghandezze
sono calcolate in B. Se ripetessimo il calcolo in qualundtre aunto troveremmo la stessa
eguaglianza. Affinché cio si verifichi € necessario queite la somma delle due grandezze
siacostante Con altro termine diciamo che la somrsiaconserva Il secondo termine della
somma, I'energia potenziale, prende questo nome propriamedogia con il primo termine
della somma, I'energia cinetica. ChiamanBlda costante il principio della conservazione
dell’energia si scrive:

(62) %m\F+U =E

La dimostrazione testfatta sie basata sul fatto che il lavoro delle forze fosse indipetelen
dal percorso. Cadendo l'ipotesi il principio di conservaze dell’energia meccanica cessa di
valere. Si chiaman®ORZE CONSERVATIVEle forze per le quali il lavoro non dipende dal
percorso, e per le quali appunto vale il principio di cons&zione dell’energia meccanica.

163 La scelta del punto O puo essere del tutto arbitraria e ntisne sul risultato finale.
Il suo effetto € quello di modificare il valore dell’energi@tenzialed, sommando ad essa
un valore costantet (A) — U(A) + cost.. Poiché quello che conta sonovkriazioni di
energia potenziale e la costante scompare nelle differengeltati fisici non cambiano. Si
dice pertanto ch&energia potenzialez definita a meno di una costante arbitrariaCi si
puo valere di questa arbitrarieta per definire, se riesceotlo, il cosiddettaerodell’energia
potenziale similmente a come abbiamo fatto nel caso deliafoeso.

164 Segno dell’'energidl valore assoluto e il segno dell’energia totale non hammpoar-
tanza: infatti essa € somma dell’energia cinetica (seny®¢ e dell’energia potenziale che,
come abbiamo visto, essendo definita a meno di una costadtaveue qualunque valore e
segno. Cio che conta sonodéferenzedi energia totale.

165 Lavoro su una traiettoria chiusa In un campo di forzeeonservativeil lavoro su
una traiettoria chiusa € sempre zero. Per dimostrarloidernamo una traiettoria chiuda
che comincia e finisce in A. Spezziamola idealmente coraiir un punto O sulla traiet-
toria e chiamiamd 1 la parte di traiettoria da A fino ad Ol& la parte rimanente che da O
ritorna in A (vedi figura). Allora il lavoro per spostarsi daa8l A sulla traiettoria chiusa sara:
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(e}
L(A,A) = L(O,A)r, +L(0,A)r, = L(O,A)r, — L(O,A)r,

Ma poiché il campo & per ipotesi conservativo, i due la@secondo

membro sono uguali pur avvenendo su traiettorie diverge,atee comi-

ciano e finiscono negli stessi punti. Quindi la loro differa zero come

volevasi dimostrare. Fig. 19 A
Questa proprieta delle forze conservative si dimosuagpidamente

osservando che la variazione di energia potenxiaéenulla dato che |l

punto di partenza e di arrivo coincidono. Pertanto non \av@io ne variazione di energia

cinetica: ad esempio, un corpo scagliato verticalmentsovEalto con una certa velocitg

avra una velocita dégguale modulmel momento in cui tocca il suolo cadendo.

166 Forze centrali Si chiamaforza centraleogni forza che (1) e diretta come la con-
giungente dal punto al centro della forza, e (2) la cui intérdipende soltanto dalla distanza
da detto centro. Essa puo essere attrattiva o repulsivairjportante forza centrale € la forza
di gravitazione (attrattiva), cheecresce&come 1r? all'allontanarsi dal centro. La forza elet-
trostatica di Coulomb ha una dipendenzardaome la forza di gravitazione, ma puo essere
sia attrattiva che repulsiva. La forza elastica € anch'esm forza centrale attrattiva la cui
intensita cresce linearmente con la distanza dal centro.

Dimostriamo ora un teorema molto importante:

le forze centrali sono sempre conservative

Per la dimostrazione cominciamo a osservare quanto segteche la una forza centrale
e diretta lungo il raggio vettore, gli spostamenti che ang@no ar = costante sono sempre
ortogonali alla forza. Se quindi il punto si sposta sullaestipie di una ideale sfera la forza
non fa lavoro. Consideriamo la figura (20) dove il punto matersi sposta da A a B seguendo
la linea tratteggiata. Approssimiamo la traiettoria coa spezzata di segmenti infinitesimi,
spostandoci alternativamente mantenender, = cost (1) e quindi lungo il raggio (2) per
passare dg, arp.1.

Avverra che nel calcolo del lavoro totale avremo contiibut
solo dagli spostamenti (2) lungo il raggio ed e facile rende
si conto che, seguendo un’altra traiettoria ma seguendesa s
sa procedura, avremo un contributo, solo dagli spostar{@nti
uguale a primall lavoro quindi sara uguale per le due traiettorie
e potendosi ripetere il ragionamento per qualunque togiathe
segue che il campo di forza e conservativo.

167 Energia potenziale del campo gravitazionalePer
calcolare I'energia potenziale nel campo gravitazionaleve-
ne prendere come punto a energia potenziale zero l'infinito:
in tal caso I'energia potenziale si calcolera come il lavtat-
to dal campo per spostare il punto materiale all'infinito.t®a
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che il lavoro e indipendente dal percorso lo possiamo taleo
per lo spostamento piu comodo, ossia uno spostamento lLingo
raggio. Chiamando per semplicka= GM1M, avremo:

_z«/ __h

e la conservazione dell’energia si scrive:

1 k
“mv¥ — - = E = cost.
2 r

Dato chek > O allora I'energia potenziale e negativa: un corpo avniiosi al centro vede
I'energia potenziale decrescere (crescendo in valordweyoquindi la sua energia cinetica
cresce sempre piu: il corpo precipita sul centro. Vicesgysr un corpo che si allontana
I'energia cinetica diminuisce (il corpo rallenta). Se lovaple allontanare a grande distanza
dal centro attrattore occorre fornirgli un’energia cioatiniziale elevata, ovvero imprimergli
la cosiddettavelocita di fuga

168 Energia potenziale della forza elasticaConsideriamo una molla di lunghezza na-
turale nulla (05 con un estremo fissato nell’origine. Se l'altro estremo®id inT la forza
elastica in quel punto secondo la legge di Hooke sara:

F=—kr

Essendo diretta lungo il raggio la forza elastica € unaagfaentrale e quindi conservativa. Per
calcolare I'energia potenziale di una molla allungata dssumiamo l'origine come punto a
potenziale 0. Quindi calcoliamo il lavoro per spostare ihfsuda A, distante dall’origine,
fino all'origine stessa muovendoci radialmente:

0
U(A) = L(A,0) — —k/ rdr — %krz
r

Una molla quindi e in grado di immagazzinare dell'energiariodo proporzionale al qua-
drato dell’allungamento. A parita di allungamento I'egiarimmagazzinata cresce linear-
mente con la costante elastica (piu la molla & “robustaflegpande € I'energia potenzia-
le). Questa energia rilasciando la molla si trasforme@niergia cinetica in base alla legge di

conservazione:

1 1
(63) émv2 + ékr2 — E = costante

169 Mollaideale Notiamo che la (63) € vali-

da per una molla senza massa, altrimenti una paé/\/\/\/\/\/\/\/\ 2
te dell’energia potenziale sarebbe spesa in energi %

cinetica della molla che si distende. Chiamiamo x5

molla idealeuna molla senza massa e in mancan-,
za di avviso contrario quando parleremo di mol- zwwww
le intenderemo sempre molieolle ideali. Una 7

molla ideale & anche priva di attriti interni che
altrimenti dissiperebbero parte dell’energia.
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170 Molla compressa ed allungata La
molla immagazzina energia sia in compressione
che in estensione. Una molla & caratterizzata da
una sudunghezza naturalé, (che puo anche es-
sere nulla come nell’esempio precedente). In comprestaanella si accorcia{x = ¢ — /g <
0) mentre in estensione si allungs(= ¢ — /o > 0). In ogni caso I'energia potenziale vale

(64) U (Ax) = %ksz

e quindi non dipende dal segno dell'allungamento. Ne sepeel’energia potenziale e la
medesima sia per una molla compressa che per una allungjatatdesgAx|.

171 Consideriamo un blocco di massea riposo su un piano orizzontale liscio (Fig. 21).
Il blocco viene spinto contro la molla comprimendolaZk. Si rilascia il tutto e la molla
spinge il blocco accelerandolo. La velocita finale del bisi ottiene eguagliando la sua
energia cinetica all’energia potenziale della molla, quin

(65) w:¢%y

172 Trovare le forze dall’energia potenziale Se A e B sono infinitamente vicini per
cui lo spostamento da A a B e rappresentato dal vettoretiesiniodr la formula (60) si pud
mettere nella forma:

(66) dU = —dL = —F.dr

Se il problema & a una dimensione possiamo invertire qé@stala per trovare la forza noto
il potenzialeV (x):

du
(67) Fo=— 0

Ad esempio, s&J (x) = 3kx? troviamo

dU  d(Y2ke)

N P
ossia la Legge di Hooke.
SeU (y) = mgy R
_ U _dimgy _
YT dy T ax 9

ossia la forza peso.

173 1l Gradiente Se le dimensioni sono 2 o 3 la (66) non puo essere invertitginiera
semplice per ottenere il vettoFe In questo caso si dimostra che, data I'energia poten¥iale
in funzione del punto, la forza e calcolabile in base allefole:

U N
oy ° oz
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dove le derivate sonderivate parzialj ossia agiscono ciascuna su una coordinata tenendo le
altre fisse. Le tre derivate parziali del potenziale sonmtamonenti di un vettore che prende

il nome digradiente dello scalareJ (x,y,z). La forza & quindi il gradiente del potenziale
cambiato di segno.

Viceversa, se una forza e esprimibile come il gradientendifunzione, allora questa fun-
zione cambiata di segno e I'energia potenziale (a menoalcostante) e la forza e conserva-
tiva.

La verifica si puo fare facilmente nei casi gia visti, cddecwosi esplicitamente il gradiente
dell'energia potenziale con le formule delle derivate @drzOvviamente, nel caso a una sola
dimensione, il gradiente coincide con la usuale derivata.

174 Lavoro delle forze esterne Consideriamo un sistema conservativo al quale appli-
chiamo una forza esterna al sistema stesso. La suddivibrfierze esterne e interne € un
tantino arbitraria, I'importante e che le forse internensi conservative. La forza esterna non
c’é bisogno che lo sia. Scomponendo il lavoro totale nelfar®a dei lavori interno ed esterno
e applicando il Teorema delle forze vive e la definizione @rgra potenziale troviamo che:

L(A7 B)ext - L(Aa B)tot - L(Aa B)int
L(A,B)ext=Te — Ta—L(A,O)int — L(O,B)int = Es — Ea
Us—Up (160)

cioe il lavoro delle forze esterne va ad incrementare o ardire I'energia meccanica totale
del sistema.

175 Proprieta generali del moto La conoscenza della funzione energia potenziale per-
mette di ricavare facilmente alcune proprieta generalilpeoto di un punto materiale, in base
alla sua energia totale. Dall'equazionel = E — U (T) si ottiene I'energia cinetic@ in ogni
punto dello spazio e, dato che essa non puo essere negatastp significa che le regioni
dello spazio per cut — U (T) < 0 sonoinaccessibilialla particella.

Per illustrare meglio questo fatto, consideriamo il casaunl’energia potenzialé) (x)
dipende da una sola coordinata (vedi fig.22). Supporremprdap che I'energia del punto
valgaE;. L'energia cinetica e data dalla differenza fra la rétta- E; e la curvaJ (x), per cui
la particella pud muoversi in tutta la regiore> x;. Il puntoxy, in cui E; = U(x1), si dice
punto d’inversione Una particella che proviene da destra rallenta nelle sitze dix; fino a
che la sua velocita si annulla pee x;. La velocita quindi si inverte di segno e la particella
torna indietro.

Se I'energia valé; il punto materiale pud muoversi in due regiori: < X < X, X > Xj.
Nella prima il moto e limitato e abbiamo quello che si chiaumastato legato Nella seconda
il punto puo allontanarsi all'infinito. | due stati non “caemicano” fra di loro: la particella non
puo passare dall'uno all’altro dato che la zoha< x < xj & inaccessibile (I'energia cinetica in
tale zona sarebbe negativa). Per fare comunicare i dudsspetiticella deve avere un’energia
minima pari au*, l'altezza dellabarriera energetica Parlando di potenziali interatomici
guesta energia minima viene a volte defigteergia di attivazione

Infine seE = Eg3 esiste solo lo stato legato: la particella oscilla fra i duatpd’inversione
X3 < X< Xj.
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V(x)

X5/ X577 x

Fig. 22

176 Equilibrio e energia potenziale E facile formulare le condizioni di equilibrio di un
punto materiale basandosi sul potenziale. Consideriarppraaa il caso semplice a una sola
dimensione. In172) abbiamo visto ch& = —dU /dx. Dato che nella posizione di equilibrio
(che chiamiamo) la forza deve annullarsi dovremo avere

e dU(xo)
All'equilibrio — ix =

— il potenziale ha uUmMASSIMO O UN MINIMO

Esaminiamo ora separatamente i due casi di massimo e minimo:

1. MmAssIMO: Intal caso spostandoci daU (x) decresce. La sua derivata ha segno opposto
aX—Xg (€ negativa a destra gj e positiva a sinistra). Pertanto la forza e positiva a destr
e negativa a sinistra e tende ad allontanare il punto mbgetaxy: abbiamo in questo
casoequilibrio instabile

2. MINIMO: Si hala situazione opposta, la forza tende sempre a ripatfaunto materiale
versoxgp. Abbiamo in questo casequilibrio stabile

Matematicamente la condizione di minimo si traduce nebfatie laderivata secondalel

potenziale e positivdl” (Xp) > O.
Si visualizzano facilmente le due condizioni di equilibdisegnando I'energia potenziale

U (x) e immaginando che la funzione rappresenti un profilo (l)ssid quale si pud muovere
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liberamente un punto materiale pesante. La quota a cuiva trpunto ci da, moltiplicata per
mg, la sua energia potenziale. | minimidi sono degli avvallamenti e sono quindi punti di
equilibrio stabile. | massimi sono invece punti di equilibnstabile.

Nel caso generale a 3 dimensioni resta vera I'affermazitweepeinti di equilibrio stabile
sono quelli di minimo del potenziale, mentre sono instahiklli di massimo.

177  Lenergia potenziale di una molld/2kx? (168, ha un solo minimo pertanto un
punto materiale attaccato a una molla € sempre in equilgtabile.

Un caso di energia potenziale con massimi e minimi si ha red del pendolo. Per un
pendolo costituito da una massesituata all’estremita di un’asta lungae priva di massa)
I'energia potenziale vale (ci limitiamo a consideraretérvallo—1t < 6 < m):

U(08) = mg/(1—cosB)

che ha ovviamente un minimo pér= 0 (doveU = 0) e due massimi pe® = +1 (dove
U =2mg). La posizione di minimo, con la massa in basso, e quindllawk equilibrio
stabile Le posizioni di massimo corrispondono alla situazioneunl@ massa si trova invece
soprail punto di sospensione, ove 'equilibrioigstabile

178 Potenzialiinteratomici nelle molecole
Nelle molecole biatomiche la forza che lega i due
atomi e ovviamente nulla nella loro posizione di
equilibrio. Si tratta quindi di una forza che attrae
i due atomi a grandi distanze ma che li respinge
guando si trovano molto vicini. Dato che le for-
ze interatomiche sono conservative esse ammetto-
no un’energia potenziale, che ha qualitativamente
'andamento mostrato in figura. Il minimo di
corriponde appunto alla situazione di equilibrio
della molecola. Il moto degli atomi intorno alla
posizione di equilibrio & quindi di tipo oscillato-
rio, e da luogo alivelli di energia vibrazionali Fig. 23
della molecola.

v(r)

179 Sistemi non inerziali Nei sistemi di riferimento non inerziali il teorema dellefo
ze vive e ancora valido purché si tenga conto nel calcoldagtero il contributo delle forze
apparenti. Di queste, la forza di Coriolis non compie lay@ssendo il vettored x V' per-
pendicolare alla velocita e quindi allo spostamento. Ladacentrifuga e invece una forza
posizionale e conservativa, ammettendo quindi un potendettopotenziale centrifugo
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Moto oscillatorio

180 Moto periodico Un altro tipo di moto importante e hoto periodicodi cui abbiamo
in natura innumerevoli esempi. Il moto periodico € un mdte 6i ripete uguale a se stesso

dopo un intervallo di tempo detfmerioda Per un moto a 1 grado di liberta lungo la coordinata

x la definizione di moto periodico di periodoe:
X(t) =x(t+T)

Il moto periodico & quindi umoto oscillatorig dato che il punto nel suo moto ripassa sempre

per i luoghi gia occupati in precedenza.

181  Per ovvie ragioni un moto periodico deve necessariamen@ewat = —o a
t = 0. Naturalmente questa e un’astrazione, ma se nel tempa imocstudiamo il fenomeno
contiene un gran numero di periodi allora I'astrazionecitde

182 Moto armonico Il caso piu semplice di moto periodico € quediononicoche ha la
seguente semplicissima legge oraria:

X(t) = Asin(owt +¢)

doveA, w e ¢ sono delle costanti. Le dimensioni delle costanti sdid:= [L], [w] = [T] !
mentre$ € un numero puro e non ha dimensioni. Questo moto e pedqukcché, per le
proprieta delle funzioni trigonometriche, esso si ripgdo il periodo:

;o
w

La costanteA & positiva e si chiamampiezzalel moto in quante-A < X(t) < A. La costante
w si chiama pulsazione e si misurain rad/s. Infipn&@ chiamafase inizialedel moto, in quanto
al tempot = 0 abbiamax(0) = Asin(¢) e la misureremo in radianti.

183 Frequenzala frequenzadel moto armonico & I'inverso del periode:=1/T. Essa
& pari al numero di oscillazioni che vi sono in 1 secondog@eimisurata in Hz. 1 Hz = 1'$.
184  Un moto del tipo:
X(t) = Acogwt + )
e anch’esso armonico dato che e identico a
X(t) = Asin(wt + @)
in cui poniamop = Y+ 11/2.
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185 Se il moto di un punto puo rappresentarsi come la somma d{a@p&i) moti periodici le
cose si complicano. Limitandoci a 2 moti, se

X(t) = Arsin(wst + @) 4+ Axsin(wpt + @)

la condizione affinché il moto sia periodico & che dopo utodempoT esso si ripeta. Questo significa
che deve aversiy T = 2n1te insiemeaw, T = 2mrt (n e m sono due interi qualunque) ovvero:

w_n_T
w m T

ossia le 2 pulsazioni (o i 2 periodi) devono stare fra loronirrapportorazionale Se cid non avviene,
ad esempio s& = /2T, il moto risultante non & periodico.

186 Come possiamo classificare il mot@) = Asir?(wt + @) ? A prima vista possiamo dire che
si tratta di un moto periodico in quanto certamente si ripgleteo T* = 21/w. Se guardiamo meglio,
usando la relazione

. 1—-cosX
Sifx= —

possiamo scriverlo come:

X(t) = A— cosZZwt +@)

e quindi vediamo chg(t) — A/2 & un moto armonico coh = Tt/ w.

187 Velocita nel moto armonico La velocita del punto si ottiene derivandaispetto a

V(t) = x = Awcog wt + @)

e sivede che dove lo spostamento in valore assoluto € matsiralocita si annulla. Viceversa
la velocita massima in valore assoluto si hayer0. La velocita del moto armonico oscilla
anch’essa, rimanendo compresa fra gli estrer e Aw.

188 Equazione del moto armonicoDerivando la velocita, ovvero derivando due volte
la legge orariag5), otteniamo 'accelerazione:

a(t) = v=%= —Aw’sin(wt + @) = —w’x(t)

dove abbiamo usato il fatto clxé ) = Asin(wt 4 @). Il moto armonico soddisfa quindi adijuazione
differenziale

(68) %+ wx=0

nota appunto come “equazione del moto armonico” o “equazadeil'oscillatore armonico’.
In questo caso siamo partiti da una soluzione generale eo;aarnvati a ottenere I'equazione
differenziale a cui essa soddisfa. Viceversdte le soluzioni dell’equazione differenziale
dell'oscillatore armonico sono del tipdt) = Asin(wt + @). Tutte le volte che incontreremo
tale equazione sapremo quindi scriverne immediatamestulioni.
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189 La forza elastica Consideriamo una particella di masseche si muove di moto
armonico. Vogliamo vedere qual € la forza che da luogo atijptedi moto. Moltiplicando
I'eq. (68) perme usando la Legge di Newton si ha:

mX = —ma?x = —kx
dove abbiamo posto= mw?. Quindi la forza & data da:
(69) F=—kx

Questa e ldegge di Hookd49) in una dimensione, pertanto possiamo dire che la faanaa
del moto armonico e quella esercitata da una molla.

Viceversa, ogni molla che esercita su un corpo di massaa forza elastica con costante
elasticak da luogo a un moto armonico con

(70)

190 In 3 dimensioni la forza elastica si scrive come
F=—kr

L'equazione di un oscillatore armonico in tre dimensionirsponde a tre identiche equazioni per le
componenti(x,y,z) del vettore spostamento. Dato che il moto di ciascuna di@ssmonico, anche il
moto dovuto alla forza elastica in tre dimensioni & un metoanico.

191 Energia dell'oscillatore armonico Per quano si € detto I'energia dell’oscillato-
re armonico € semplicemente quella di un punto materigéee@dto a una molla (63). La
riscriviamo qui

1

. 1
(71) émx2 + ékx2 — E = costante

192 Costanti e condizioni iniziali Per definire le costanf\ e w necessitano due equa-
zioni che, ad esempio, si ottengono imponendo al temp® le condizioni sulla posizione e
la velocita del punto:

Xo = X(0) = Asing
Vo =V(0) = Aw cosp

da cui otteniamo:

W
tancl)z—xO
0

2

V,

A2 —y2, Y0
X+ 2
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193 Come nel caso del moto uniformemente accelerato, I'esiaten2 costanti nell’e-
quazione della legge oraria € legata alla necessita difggge la posizione e la velocita del
punto a un determinato istante, che abbiamo preso ¢ome@. Si tratta di una proprieta ge-
nerale della meccanica dei punti materiali: il movimentalipunto € determinato, una volta
risolte le equazioni del moto, dalla sua posizione e vealoaitun dato istante di tempo (in
genere listante iniziale).

194 |l pendolo Il pendolo di Galileo € un caso speciale di oscillatore ariooin cui la
forza di richiamo e di tipo elastico anche se non vi e undanol
Un filo ideale e privo di massa fissato in O
porta appeso un punto materiale P di massa
M (vedi fig. 24). Sappiamo dall’esperien-
za che P oscilla rispetto alla verticale, man-
tenendo teso il filo. Galileo trovo che per
piccole oscillazioni (definiremo dopo che si-
gnifica piccolg il periodo delle oscillazio-
ni non dipende dalla loro ampiezza ne dalla
massaM. \ogliamo trovare I'equazione di
movimento del pendolo.

Dato che il filo e teso il pendolo si muove
su un arco di circonferenza il cui raggio non
e altro che la lunghezza del fild, Ma af-

0<0 9 >0 finché cio avvenga dovra esservi una forza di
Fig. 24 reazione vincolar& che, componendosi col
pesoM @, dia una risultanteangenteall’arco di circonferenza. Tale forza e trasmessa al punto
P dal filo che costituisce appunto il vincolo e quindi pudosesser diretta lungo il filo da P
verso O. La sua intensif& e la tensione del filo medesimo.

In figura abbiamo rappresentato due posizioni del pendaha ddla variabile, I'angol6,

e sufficiente a descrivere la posizione. A sinistra abbideiozalori dif < 0, e a destra> 0.
Per scrivere le forze usiamo un sistema di coordinate cane®rtogonali con l'origine in P,
'assey diretto da P verso O e I'assgangente alla traiettoria e orientato nella direzion8 di
crescenti. Abbiamo quindi:

Fx = —Mgsinb
Fy, = T—-Mgcosd

La componentéy dovra essere uguale alla massa per I'accelerazione tziatggrehe vale in
coordinate polart 6. Pertanto avremo

M ¢ 6 = —Mgsin®

0= —%sine

(72)
Per determinare il moto del pendolo & sufficiente questaempliazione.

195 Tensione del filoPer quanto riguardg,, osserviamo che essa dev’essere uguale alla
forza centripeta, ossia¢ 62. Essa determina quindi la tensione del filo:

T = Mgcosd + m¢ 62
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Una volta risolto il moto del pendolo tramite la (72) (vedire), questa equazione ci permet-
te quindi di conoscere la tensione del filo in ogni istanteper qualunque posiziortedel
pendolo.

196 Piccole oscillazioniL'equazione (72) non contiene piu la madda questo e suf-
ficiente per dire che il moto (e quindi il suo periodo) deveeessndipendente d&l come
effettivamente osservato. Tuttavia I'equazione differale non e risolubile con metodi ele-
mentari. Nel caso di piccole oscillazioni invece si ha lagkre equazione del moto armonico.
Infatti se@ espresso in radiang piccolo possiamo fare I'approssimazione:

sin6~06

Risulta allora I'equazione dell'oscillatore armonico J&@®nw = /g/¢ per cui il periodo vale

T=2m ¢
g

che mostra come il periodo non dipenda dall’ampiezza dsitdlazioni.

197 Notiamo che il segno~" nell’equazione (72) appena scritta & importantissimto d¢he:
1. Se il pendolo € a sinistr® & 0) I'accelerazione € positiva: infatti:
e se il pendolo si muove verso destra (velocita positiva) éssde a accrescere la sua velocita
avvicinandosi alla verticale
e Se invece si muove verso sinistra (velocita negativa) eswte sempre ad accrescere la sua
velocita, che essendo negativa crescendo si riduce inlmatlantanandosi dalla verticale
2. Se il pendolo e a destr@ £ 0) I'accelerazione & negativa: infatti:
¢ se il pendolo si muove verso destra (velocita positivad émsde a diminure la sua velocita
allontanandosi dalla verticale
e Se invece si muove verso sinistra (velocita negativa) esse ancora a diminuire la sua

velocita, che essendo negativa diminuendo cresce in m@dwicinandosi alla verticale

Il segno “—" non lo abbiamo imposto noi: & venuto fuori in maniera auitioa (e corretta) scegliendo

il sistema di coordinate e scrivendo i passaggi in manieggertte. Siccome pero la scelta e arbitraria, si
consiglia di provare con una scelta diversa (ad esempi@ndotgli angoli in senso orario o scegliendo
I'orientazione opposta per I'assgper rendersi conto che alla fine i risultati non devono camebi

198 Energia del pendolo Il modulo della velocita del pendolo & dato da= £6 per cui
I'energia cinetica vale
1 .
T = -me%e?
2

Quanto all'energia potenziale, possiamo esprimerla corgh dove h e I'altezza di cui Si
solleva il pendolo a un determinato angéto

U =mg¢ (1-cosB)
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per cui la conservazione dell’energia si esprime come:

1 .
érn€2(92 +mg/ (1—cosB) =E
Se I'ampiezza di oscillazione € piccola si pud approssima

92
PB~1-——
(0] 5

ottenendo
1 5.5 1
“m?e?+ mg/ 8% =E
MO My

come per I'oscillatore armonico (71) se si sostituisee/ 6.

199 Oscillazioni qualsiasi Per chi avesse la curiosita di sapere la formula esattaeti#dn
del pendolo, per un’'ampiezza arbitracig delle oscillazioni, la riportiamo qui sotto:

2 .3)2 .3.5)2
T= Zn\/g X [1+%sin2(0(0/2) + E;iiz sin*(ap/2) + %sin&"(ao/a +..

Si puo vedere che occorre un’ampiezza di beh @& ché la formula semplificata sia in errore di
appena I'1 %. In altre parole, se con la formula approssiroalizoliamo che in un certo intervallo di
tempo dovremo contare 100 oscillazioni, nella realta sen®remo 99. L'errore cala rapidamente con
Qp.

200 Moto armonico intorno ai punti di equilibrio stabile Consideriamo una particella
che si trova inizialmente in una posizione di equilibridste, cioe in una posiziong di mi-
nimo di energia potenziale, e spostiamola leggermente.dltisaimi casi le funzioni energia
potenziale ammettono uno sviluppo in serie intorno ai mirpaT cui, per uno spostamento
X—Xp I'energia potenziale si puo scrivere come:

0 (x0) (X %0)?

V(X) ~ 5

U”(xo) & la derivata seconda del potenziale calcolata nel punemudilibrio e quindi € una
costante positiva. Sostanzialmente cio significa chermat@l minimo la funzione che rap-
presenta I'energia potenziale € ben approssimata da uabgda. In questa regione I'energia
potenziale & quindi uguale a quella di una molla di costatasticak = U"(xp) e di allunga-
mentoAl = x— Xg. Pertanto il moto di una particella nelle vicinanze di un imio € sempre
armonico, con pulsazione

U //(XO)

(73) w= -

In pratica, si riconosce che abbiamo un moto armonico quéedergia potenziale guadra-
tica nella coordinata.
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Dinamica dei sistemi di punti

201 La dinamica dei sistemi di punti € formalmente un’estemsidi quella del punto
materiale singolo. Il moto di ciascuna particella sara&datnato dalla risultante complessiva
delle forze che si esercitano su di essa. Queste forze patrangenere dividersi in due
categorie: quellesterne ossia che si originano al di fuori del sistema di punti (agnesio
la forza peso) e quellimterne dovute alla presenza di tutte le altre particeffechiaro che la
maggior complicazione nel risolvere il problema del motoetlide proprio dalle forze interne,
dato che esse variano continuamente di intensita e direzio base non solo in virta del
moto della particella sotto esame ma anche del mutar dedi@ipae di tutte le altre particelle
del sistema. Nonostante I'estrema complessita del pmdblésottolineiamo che non esiste
una soluzione analitica del moto nemmeno per un sistemaelitiparticelle!) si possono
ricavare tuttavia delle proprieta generali importantilpedinamica dei sistemi di punti in base
a principi primi.

202 Prima Equazione Cardinale Il primo approccio alla soluzione delle equazioni
del moto consiste nello scrivere la Legge di Newt®@0)(per ciascuno degIN punti che
costituiscono il sistema:

mv; =F

doveF; & la forza che agisce sullasima particella, e poi sommare su tutti i punti da entrambi
i membri

(74) ymvi=YF

Notiamo che possiamo scrivere il primo membro come
d . dP

gt (2™V) = Gt

doveP & la quantita di moto totale del sistema, ovvero la somntatt le quantita di moto
delle particelle

P=Sm=>Ymv
per cui la (74) si scrivera come
dP

ai2F
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203 Forze interne ed esternele forze che agiscono su un sistema si dividono in

e forze interne sono quelle che le particelle del sistema esercitano fa la un gruppo
di persone sono le forze che si esercitano fra di esse etaifio di ciascuna persona
sono le forze fra le molecole della stessa. In un liquido derforze interatomiche ecc.

o fotze esternetutte le altre. Ad esempio il peso che si esercita su ogneocwé del
liquido, o che agisce sulle persone.

e quindi matematicamente _
Zl‘:’i — zl‘:’Ent+ Zl‘:’iest
Ma in virtu del Principio di azione e reazion&12) e prendendo tutte le possibili coppie di

particelle, si ricava facilmente cHa risultante delle forze interne € nulla e quindi queste
non contribuscono alla risultante che si puo calcolaideaéindo solo le forze esterne.

204 La Prima Equazione Cardinale Tenendo conto del fatto che le forze interne non
contribuiscono potremo infine scrivere

dP

(76) -

5 Fes'= Fror

Questa equazione prende il nomdldima Equazione Cardinaldella dinamica dei sistemi di
punti ed e, se vogliamo, I'analoga della Legge di Newtonilgasnto materiale. Naturalmente
non possiamo attenderci che, riducendoci a una sola equeadgpetto alleN di partenza, la
Prima Equazione Cardinale descriva completamente il miatio distema di punti. In effetti
vedremo che questa equazione descrive il moto di un punmaeehiamatdaricentrodel
sistema.

205 Sistemi isolati Consideriamo usistema isolatai punti materiali, ossia un sistema
sul quale non si esercitano forze esterne peFggt = 0. Allora in base alla Prima Equazione
Cardinale la quantita di moto totale si conserva:

P = > Bi =5 mVi = costante

Si tratta di un risultato assai importante, che vale perunale sistema isolato: potrebbe
trattarsi del sistema solare, o di una galassia o di una mlaleti gas. La sola condizione e
che si possano trascurare tutte le influenze esterne.

206 Centro di massa o baricentro Il centro di massa (o baricentro) di un sistema di
punti materiali € individuato dal vettore:

= ymfi >y m
(77) Rew = sm M

In termini di componenti
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In pratica si tratta di unanedia pesataon le masse dei raggi vettori dei singoli punti.
La derivatadRcy/dt rappresenta la velocita del centro di massa, che chianweYam. In
definitiva la quantita di moto totale di un sistema di puntbpesser scritta:

(78) ﬁ — M\7CM

dove abbiamo indicato cdd =  m; la massa totale del sistema di punti materiali. In pratica
possiamo fare I'analogia fra un sistema di punti e una peElsingola

¢ alla massa della particella corrisponde la massa totalgisteima

¢ alla velocita della particella corrisponde la velocit& suo baricentro

207 Moto del baricentro UtilizzandoP = M V¢, possiamo mettera la Prima Equazione
Cardinale anche nella forma seguente che esplicita il caggftore del baricentrB¢y:

(79) M \7CM =M ﬁcm = F‘I’OT

Se abbiamo a che fare con un sistema isolato (assenza didsnerme]irOT =0) Vey ©
costante: il baricentro di un sistema isolato si muove guinchoto rettilineo uniforme.

Nel caso i punti sianpesantila forza esterna che agisce su di essi e la forza p%;%‘&
mg. Dato chej & una costante, la risultante della forza peso & semptinge data déor =
gy m =gM doveM é la massa totale del sistema di punti. In questo caso itdatrio del
corpo fa in generale un moto parabolico esattamente comsingala particella pesante.

208 Calcolo del baricentro Per calcolare il baricentro si fa uso della (77) sceglien-
do nel modo piu conveniente 'origine delle coordinate. Fig. 25 vediamo I'esempio di
calcolo per un sistema di due masse. Abbiamo scelto I'agsago la congiungente delle
due masse, per cyy = 0. Per il momento supponiamo che le masse siano puntiformi.

Dovendo calcolare il baricentro di un sistema

Si puo: X .
PR . . . . . 'xl‘m | enter ‘
e dividere il sistema in sottosistemi; — |
.. . = . . . my
e calcolarsi i baricentrik; dei vari sottosiste- mx, + m,x, "

For two masses: X, =

mi, di massav(;; m, +m,

e trattando ogni sottosistema come un pun-
to di massaM; situato inXR; calcolarsi il
baricentro totale.

Fig. 25
Si vede quindi che il caso di Fig. 25 si applica anche se le dagsemnon sono puntiformi,
purché si prendano come coordingtex, quelle dei loro baricentri.

209 Caso di sistemi continui In sistemi continui di punti materiali (caso particolare i
corpi solidi) la formula di 206) dev’essere modificata per tenere conto del fatto che il hrume

ro di punti puo essere considerato infinito. Le somme dowaguindi essere sostituite da
integrali in cuidmrappresenta un elemento di massa del corpo:

L1
(80) Rew = M/?olm
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e per componenti
1 1 1
XCM:M/de %M:M/ydm Z:M:M/de

210 Una sbarretta sottile e omogenedPer ragioni di simmetria il centro di massa sara
nel centro della sbarretta, quindi se la sbarretta & luriaaricentro sara &/2 da un estremo.
Possiamo comunque calcolarcelo utilizzando la formuld#88umendo I'assenella direzio-
ne della sbarretta e l'origine a una estremita della steS&ala sbarretta € sottile potremo
introdurre ladensita lineare:

dm
A= —
dx

Avremo quindi
L/ Ad
Xem = —
cM M/O XA OX

Se la sbarretta &€ omogenka= cost.= M/L (L € la lunghezza della sbarretta). In tal caso
abbiamo

211 Unalamina sottile a forma di triangolo rettangolo Per il calcolo vedi testo.

212 Riferimento del centro di massaSpesso risulta conveniente porsi in un riferimento
“solidale” col sistema di particelle che si vuole studiaf@ui per “solidale” intendiamo un
riferimento nel quale il nostro sistema di punti sia “in m&diermo e, per dare un significato
preciso a questa frase, intenderemo che in tale riferimargoantita di moto totale sia nulla.

Il sistema di riferimento che gode di tale proprieta si ameriferimento del centro di
massa esso ha origine nel CM stesso, e quindi, per definizionenesse esso il CM a
riposo, la quantita di moto totale del sisterfian Vi = S p/ € zero. Applicando le leggi di
trasformazione per le velocita la quantita di moto di umgsio punto pud essere espressa
come

pi= mvil+m\70M =
m—)
=ﬁf+mpcm

(81)

dovep & la quantita di moto che il punto possieus sistema del baricentrdnoltre terremo
presente per il futuro che in tale riferimento |l vett@m?i e identicamente nullo, essendo
proporzionale al vettore posizione del CM che nel riferitoesiel CM si trova nell’origine!

Determinare il moto del CM & abbastanza semplice dato cRera@a equazione cardinale
lo riconduce al problema di un punto materiale soggetto aforza (la risultante delle forze
esterne). Una volta fatto questo, un approccio molto usansiste nel cercare di risolvere
il moto del sistema di punti nel riferimento del CM. Se il CMmuove di moto accelerato,
dovremo considerare che oltre alle forze reali (sia interime esterne) nel suo riferimento
saranno presenti anchefteze apparentFi*? = — 5 my Acy (149).

213 Energia cinetica - Teorema di KoenigL'energia cinetica di un sistema di punti e
una grandezzadditivache quindi si ottiene addizionando le energie cineticheui it punti
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del sistema. Essa si puo scomporre in due parti distintedsséiteorema di Koenigche qui
sotto dimostriamo:

e ., 1 L

T o= ZEm =53 m (Veutvi) =
1 » Lo

= 5y M[(Vew)®+2Veu Vit (Vi)?] =

1 2, 1 2_
= ézmivcm +§zmi Vit =
1 1
= éMvcmz—f- > z m \/i2
in quanto la somm& m Vi = 0 (212). Possiamo quindi dire che I'energia cinetica totale di un
sistema di punti € la somma di due parti:

1. I'energia cinetica del CM considerato come un punto neltedi massav e velocita
Veu €

2. I'energia cinetica del movimentaterno al sistema del CM, costituita dalla somma di
tutte le energie dei singoli punti calcolate nel riferimeedel CM stesso.

214 Conservazione dell’energia meccanicdl teorema delle forze vive e valido anche
per un sistema. Se le forze sono conservative ne segueaht@ati conservazione dell’energia
(cinetica piu potenziale). In tal caso I'energia potelezia data dalla somma delle energie
potenzialiV; di tutte le particelle del sistema. Osserviamo che I'errepgitenzialey; di una
generica particella del sistema dipendera in generala gakizione di tutte le altre e quindi
trovarne I'espressione esplicita non e semplice.

Osserviamo ancora che, pur essendo nulla la risultante tette internenon e nulla
la risultante delle forze su una singola particelf@ertanto durante I'evoluzione del sistema le
forze interne in generale compiono lavoro. Il lavoro detleze interne € zero solo se le distanze
reciproche dei punti materiali del sistema non cambiansa che avviene nei cosiddetbrpi
rigidi.
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Urti fra particelle

A 215  Gli urti fra particelle sono molto importanti in
Fisica: a livello fondamentale reazioni nucleari e reazion
i chimiche sono schematizzabili come collisioni fra 2 parti-

celle: si parla allora di unstato iniziale a 2 corpiL effetto
ﬁ ﬁ dell'urto e quello di fare passare il sistema atato finale
stato iniziale stato finale  che in genere puo differire sensibilmente da quello inizia

le. 1l processo di collisione & schematizzato nei diagram-

mi mostrati in figura. Ciascuna particella (rappresentata d

una freccia) e caratterizzata dalle sue variabili dindumic

(massa e velocitg)rima e dopol'urto. Il processo d'urto

deve pensarsi limitato nello spazio (i corpi devono essere
Fig. 26 vicini per influenzarsi anteragire) e nel tempo (l'urto e

istantaneer I'osservatore esterno).

In seqguito all’'urto si possono verificare quattro diverseasioni:

s

J

1. le stesse 2 particelle riemergono nello stato finale, @ocita ovviamente diverse da
guelle dello stato iniziale. Esempi:
e collisione di due palle da biliardo
e collisione di due protonip+p— p+p
e collisione di un protone con un neutrong+n — p+n
2. il risultato dell'urto & quello di “frantumare” la pacglle creandone di nuove, di modo
che nello stato finale possono comparire piu particellendtl® stato iniziale. A livello
di oggetti macroscopici € ovvio cosa la frantumazioneifign. Per una frantumazione

microscopica si pensi a un urto fra due atomi in seguito alequao viene ionizzato
emettendo un elettrone.

3. le particelle nello stato finale sono sempre 2 ma diversquedle iniziali. Esempi
microscopici:

e 2H+2H —3He+ n (fusione nucleare)
e NO+0O3— NOy+0o

4. le due particelle si “fondono” e una sola emerge dallasiohe.
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216 Siconserva la quantid di moto Se il sistema di particelle in collisione & isolato la
sua quantita di moto si conserva. In pratica, dato ched’n@in genere una durata brevissima,
possiamo assumere la conservazione della quantita di choemte la collisioneanche in
presenza di forze esterne. La conservazione dell’'energé@amica non € invece garantita. Gli
urti si dividono quindi in due categorie:

217 Urti elastici Sono quelli in cui I'energia meccanica si conserva. Un eserope
conosciamo ¢ la collisione di due palle da biliardo.

218 Urti anelastici Sono quelli in cui I'energia meccanica non si conserva. @uesl
caso che si presenta piu di frequente: ad esempio parterd®tjia pud essere convertita in
calore e dissipata, 0 puo esser utilizzata per rompereganie fra atomi. Un incidente fra
due auto e un urto anelastico in cui I'energia viene digaip&r deformare e ammaccare le
carrozzerie.

In meccanica relativistica I'energia puo anche essertayser creare la massa di nuove particelle
(E =mc ), e tal caso massa ed energia non si conservano separgamaimsiemef + 5 mc? =
cost.

219 Da quanto detto € chiaro che possono essere elastici saidigh cui le particelle
nello stato finale sono le stesse che in quello iniziale. Ladtmone perd ovviamente non &
sufficiente.

Scrivendo I'energia cinetica del sistema utilizzandoadrtama di Koenig si ha:

1 2 1 2
T= EMVCM +§zmi Vi
ma siccome la quantita di moto totale del sistema si coasela massa totale rimane immutata
allora il primo termine della somma non puo cambiare dwd#ntto. Quindi solo il secondo
termineT’, che rappresenta I'energia cinetica interna del sistem@cpmbiare e cio avviene
appunto se l'urto & anelastico.

220 Urti a 2 corpi Ci limitiamo da ora a studiare gli urti nei quali abbiamo dweps
nello stato iniziale. In tal caso per descrivere il moto dirambi nel CM basta utilizzare il
vettorevelocita relativa:

U=V, -V

Notiamo che, essendbdifferenza di due vettori, possiamo calcolarlo nel sistehrife-
rimento che piu ci fa comodo. In effetti, cambiare sistemafdrimento aggiungerebbe alle
due velocita la velocita di trascinamen&b), che scompare nella differenza.

Dato che nel Cl\/m1\7’1+ mz\7’2 = 0 possiamo esprimere le due velocita in termini della
solat:

m
Vi=—2 g Vy=—— 2 g
m + My My + My
e quindi I'energia cinetica interna prende la forma seneplic
1 mm , 1
82 T=-——uw=Zpk
(82) T > H
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dove abbiamo indicato cqmla cosiddettanassa ridottadel sistemammp/(my 4+ mp). L'urto
elastico si ha quindi se e solo se I'energia interna dellwdinale T; & uguale a quella nello
stato inizialeT/. Perché cid avvenga occorre che le masseneifiulodella velocita relativa
non cambino nella collisione.

Se inveceus # u; I'urto sara anelastico. Sgr = 0 abbiamo la massima dissipazione di
energia meccanica: nello stato finale le due particelle tvaplocita relativa nulla, “fondendo-
si” in una sola di massa = m + mp. Questa unica particella viaggera allora nel laboratorio
con la velocitz‘ﬂw dal momento che in essa si trova il CM del sistema.

221 Urti elastici in una dimensione In questo caso le particelle prima e dopo l'urto si
muovono tutte nella stessa direzione. Possiamo immagatecorrano lungo un binario.
Un simile caso si puo verificare se una palla da biliardo ¢hawove ne urta una ferma e
la direzione di moto della prima passa per il centro dellasda. In tal caso si ha wmrto
centraleo collinearg che si svolge tutto lungo la direzione di moto.

222 Dato che abbiamo una sola direzione possiamo scegliesekdgango questa dire-
zione e ragionare solo con le componenti delle velocita.gBesto motivo non metteremo le
freccette sui simboli delle medesime. Si consiglia di faterezione agli indici:

e i, f caratterizzano lo stato iniziale e finale

e 1,2 distinguono le 2 particelle.

223  Per risolvere il problema dell'urto centrale elastico weremo la conservazione
della quantita di moto

iniziale finale
MV1i + MpVoj = MyVif + MpVos
(83) .
e quindi

My (Vi — Vi) = Mp(Vor — Vai)
e dell’energia
iniziale firlai\Ie
1 1 1 A .
mlvi + = mzvg. mlvff + szvﬁf da cui
ml(V% _V%f> = (V%f _V%i)

My (Vaj — Var ) (Vai +Vie) = Mp(Vor — Voi ) (Var + Vo)

(84)

Dividendo membro a membro l'ultima riga della (84) per liola della (83) otteniamo
(85) Vii +Vif = Vot +Vai
Combinando la (85) con la (83) otteniamo finalmente:

2 m —

mp Voi + L — My
m + My m + My

2m v MMy
m+mp ' mytmy

Vif = Vij

Vof = Vi
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Nel caso particolare in cui la particella 2rézialmente a riposo(v2; = 0) il risultato diventa
m —my

Vif = Vij
m +NMp
2my
Vof = Vi
m +NMp

In questa situazione iniziale distinguiamo tre casi paléia:

a) m = m, (per esempio due palle da biliardo). In tal cage = 0 evos = vy; 0Ssia la
prima particella si arresta e la seconda parte con la velotitiale della prima;

b) m > mp. Si havis ~ vij € o5 =~ 2vy; 0ssia la prima particella (pesante) continua
imperturbata mentre la seconda (leggera) parte a veldoppia;

c) mp < mp. Si havis =~ —vy; e o =~ 0 ossia la prima particella (leggera) rimbalza al-
l'indietro (e la sua velocita non cambia in modulo) men&reséconda (pesante) non si
muove.

224 Chee successo alla veloditrelativa? Sappiamo che in urto elastico la velocita
relativa non cambia in modulo. Nel caso precedente la vi@oelativa iniziale vale

Ui = Vij — V2i = Vqj

Vediamo quanto vale la velocita relativa finale — vos nei 3 sottocasi:

a) U = —u
b) us = —u;
C) Ui = —U

cioe in tutti i casi la velocita relativa in seguito alltore semplicemente cambiata di segno.

225 Urti completamente anelastici in una dimensioneQuesto caso e piu semplice da
trattare di quello elastico. Le 2 particelle si fondono irawwola e si conserva solo la quantita
di moto.

iniziale finale
—_—— —— .
MVaj + MV = (Mg + Mp) Vi da cui
_ v + MpVy
My + My

doveV; e la velocita finale della particella composta.

Quanto vale I'energia dissipata nell’'urto? La rispostatBene semplicemente calcolan-
do I'energia cinetica finale e sottraendola da quella itézidNel caso particolare in cui 2
inizialmente a riposo otteniamo

1 mm 1
E _E¢=— Vo — =
(86) = Vi Su
dove abbiamo usato il fatto che la velocita relativa ileia = v4;. Se confrontiamo il risultato
con la (82) vediamo che in effetti abbiamo dissipato tutadrgia cinetica possibile, quella
disponibile nel centro di massa del sistefig (
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226 Meglio tamponare o essere tamponatiZCome esempio di urto totalmente anela-
stico consideriamo un tamponamento fra un camion e un’akfonteressante notare che
I'energia dissipata dipende solo dalla velocita relatieadue mezzi prima dell’'urto: non vi
e quindi differenza se I'auto tampona il camion fermo o iind@an tampona I'auto ferma se la
velocita del mezzo in movimento é la stessa nei due casi.

Questo e del tutto naturale in base al principio di rel&idi Galileo, dato che quel che
conta e la velocita relativa dei due veicoli. |l risultatale anche se entrambi i mezzi sono in
moto: conta solo la velocita relativa.

227 Urti elastici nel piano Gli urti elastici sono caratterizzati dal fatto che nel st
del CM si limita a mutare direzione o verso. Una volta ndtai possono trovare le velocita
finali delle particelle sia nel CM che nel laboratorio. Un@aarticolarmente semplice e quello
degli urti cosiddettcollineari, in cui nel laboratorio la particella 2 & ferma e dopo 'usta 1
che 2 muoversi nella direzione che aveva 1 prima dell’'uridal casdl non cambia direzione
ma solo verso, quindis = —TUi.

Un altro caso semplice si ha se le 2 particelle in collisioaerfouguale massee 2 € ini-
zialmente ferma: allora nel sistema del laboratorio le emurdi conservazione della quantita
di moto e dell’energia si scrivono:

vzﬂ+%
f\2 f\2

(V)% = (V)2 + (%)
L'uguaglianza dei vettori si rappresenta graficamen-—; f =/ Vf
te come un triangolo (vedi figura), e la conservazio- "1/ §=77/2 ?
ne dell’energia mostra che il triangolo dev’essere ret-
tangolo. Quindi le direzioni delle particelle 1 e 2 do-
po la collisione formano fra loro un angolo retto. Si =i -
osserva sperimentalmente questo fenomeno, ad esem- Vl
pio, quando un neutrone in movimento urta un protone Fig. 27
fermo.

In questo caso, se chiamiamol’angolo di cui e
deviata la particella 1, vediamo dalla figura facilmente theelocita delle due particelle
dopo l'urto e data in modulo da:

=V} cosa
f i .
Vv, =V sina

Si deve notare che la particella incidente dopo I'urto hauka snergia cinetica diminuita
nel sistema del laboratorio. Un neutrone quindi che travémsmateria si trova a perdere
continuamente energia cinetica e rallenta: si dice ancaeichodera

228 |l razzo Il razzo funziona in virtd del principio di conservazionelld quantita di
moto. Tutto si svolge come nel caso di disintegrazione dipardicella pesante in due piu
leggere. Consideriamo un razzo di madéache viaggia lungo I'asse con velocitaVv. |l
razzo ha quindi una quantita di ma#y . Se ora il razzo eietta una mastadi gas di scarico
con velocitarelativa al razzo—u lungox, la quantita di moto totale restera la stessa dato che
il sistema razzo+gas € isolato. La quantita del moto dedoaara data dal prodotto della sua
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massa (diminuita di quelldmdel gas di scarico), per la velocita dopo I'eieziovet dV. La
quantita del moto del gas sara inveta (V — u). Potremo quindi scrivere che:

MV = (V —u) dm+ (V +dV) (M —dm) ~ —u dm+M dV +M V.

(abbiamo trascurato il prodottd/ dn)

Ne segue chdV = u dm/M. Questa equazione va integrata tenendo conto che la massa
del razzo varia da un massinv (alla partenza) fino 8¢ (quando tutto il carburante & stato
espulso). Per integrare si terra conto dime= —dM, per cui si ha alla fine:

Mi
Vi =Uln—
f M

Come esempio, il razzo Saturno V del programma Apollo, aleesaguenti caratteristiche
per il primo stadio:

m = 2510 kg
u = 3000 m/s
massa espulsa= 1.6 10* kg/s
tempo di accensione= 2 min

per cui si ricava/s = 15780 km/h.
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Capitolo IX

Momento angolare

229 Dato un punto materiale, si definisseomento angolare momento della quantit
di motorispetto alpolo O il vettore:

(= (T—Ro)xP

Il vettoreRo specifica il polo O. Il polo pud essefissoo mobile Per il momento consideriamo
solo il caso del polo fisso e scegliamolo come origine. Inasbc

(87) =Txp

Possiamo calcolarci la legge di variazione del momentolangderivando ambo i membri
della (87) e usando la legge di Newton:

d/ dr dp -
i axfﬂ—?xa =VxP+TxF
Il pezzoVxp e zero dato che sono due vettori paralleli. Rimane a secomeimbro

dell’equazione la quantit§ =¥xF, dettamomento della forzaer cui:

(88) — =TxF

Se quindi il momento della forza € nullo il momento angotiireonservafz costante.

230 Forze centrali Un caso notevole e quello delle forze centrali, in cui laz#oe diretta
lungo il raggio vettore. Allora il momento della forza e ideeamente nullo dato che il prodotto
vettoriale dif e di F che sono paralleli & zero. Per tutte queste forze il momangolare &
conservato.

231 Moto circolare uniforme Come primo esempio prendiamo una particella che si
muove di moto circolare uniforme su un cerchio di raggie calcoliamo il momento angolare
usando come polo il centro del cerchid.& diretto normale al piano del cerchio, orienta-
to come il vettore velocita angolare, e di moduiRv= mR2w. Pertanto possiamo scrivere
vettorialmente:

(=mR &

In questo caso il momento angolare € costante come ci agpetd essendo la forza centrale.
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Fig. 28

232 Orbite planetarie Nelle orbite planetarie, che come sappiamo sono delleskllis
la conservazione del momento angolare si traduce nel fagtol'area spazzata dal raggio
vettore e costante. Questo spiega come mai al Solstiziiwetho, quando la Terra e alla
minima distanza dal Sole (perielio), la sua velocita luhgdita € massima, mentre € minima
al Solstizio d’estate, quando la distanza € massima @felia conservazione del momento
angolare corrisponde quindi alla 1l Legge di Keplero.

233 Urto contro un centro fisso Come secondo esempio consideriamo una particella
che viaggia parallelamente all’assa grande distanza dall’ origine delle coordinate, in cui si
trova il centro di forza. Nella fig. 28 abbiamo presentato dasi: in a) la forza e repulsiva
come potrebbe avvenire nella collisione fra due protormi¢ba uguali si respingono): in b) la
forza e invece attrattiva come potrebbe avvenire per uneetache si avvicina al Sole.

In entrambi i casi a grande distanza la particella ha veéleaitla sua traiettoria € una retta
che passa a una certa distabzial centro. Il momento angolare e quindi dato da:

(89) ¢ =mvb= pb

La particella viene deflessa dal campo di forza e la sua waleeiria. In a) la velocita
diminuisce, essendo la forza repulsiva, quindi per comsemymomento angolare la particella
deve allontanarsi “lateralmente” da O fino a che non ha raggiti punto d’inversione. Dopo
aver superato il punto d’inversione la velocita cresceubvo e traiettoria di uscita, pur ad
un angolo diverso da quella iniziale, dista ancb@a O. Nel punto d’inversione il momento
angolare si scrive comenRyVp: abbiamo quindi una relazione che ldgae vp. Dato che una
seconda relazione si ottiene dalla conservazione dettigné possibile determinare entrambe
le grandezze senza risolvere le equazioni del moto.

In b) la velocita aumenta e quindi la particella tende ad@marsi “lateralmente” a O per
mantenere costante, ma a parte i dettagli il fenomeno e esattamerdtesso che abbiamo
visto nel caso di forza repulsiva.

234 Meccanica quantistica Il momento angolare ha grande importanza in meccanica
guantistica. La ragione e che si tratta di una grandezzarftigrata”, ossia multipla intera
della costante di Planck divisa per2

h .
(90) (= nﬁ (nintero)
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Il “quanto” di momento angolare (“acca tagliato”) vale:

(91) e " 105510 *Js

21
Per avere un’idea della sua piccolezza calcoliamo il momangolare di una massa dig
che si muove con velocita 1 m/s su un cerchio di raggionl £ = 10~1° Js. Questo equivale
an~ 10! Solo per i sistemi atomici il numero di quanti & basso. Nefleccanica classica il
numero di quanti € talmente elevato che si puo trattar@ihento angolare come una variabile
“continua”, ossia una variabile che puo assumere qualsdsre.

235 Seconda Equazione Cardinaldl momento angolare € una grandezza additiva; per
un sistema di punti materiali esso & la somma di tutti i maiveergolari di essi:

(92) L= S Tixp

DerivandoL rispetto al tempo otteniamo la cosiddesgconda Equazione Cardinale

dLl

(93) =

Z?i X I_:'i = RTOT

Al momento risultant& ;o7 = S Ti x F; contribuiscono tutte le forze che agiscono sui punti,
tuttavia in virtu del principio di azione e reazione il momte totale delle forzénternee iden-
ticamente nullo, pertanto le forze interne non contribomecalla variazione di nel tempo.
Questo € analogo a quello che abbiamo visto per la PrimaZtapeaCardinaleZ04).

236 Sistemi isolati Dato che in un sistema isolato le forze esterne sono per defia
nulle, cosi & pure il loro momento;or. Pertanto il momento angolare di un sistema isolato si
conserva.

237 Scomposizione del momento angolare€onsideria-
mo il moto della Terra intorno al Sole. Se trattiamo la Ter-
ra come un punto materiale il cui raggio vettore e quello del Terra
baricentro della Terra, il suo momento angolare sara dato d

Lo = RcmxPewm

In questo modo abbiamo del tutto trascurato il fatto che taare
deve avere un momento angolare supplementare per il fatto
ruota su se stessa. |l modo corretto di procedere ¢ divéserla
(92) esprimendo le quantita di mgbpe i raggi vettorir; tramite

i loro valori nel riferimento del CM212):

?| :?ll + ﬁCM

Sviluppando il prodotto vettoriale otteniamo
(94) E - z?ll X ﬁll + ﬁCM X ﬁCM = ECM + ﬁCM X ﬁCM
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Per ottenere questa equazione abbiamo usato il fatto chgarghento del CM

=0 Y@=0

L'equazione (94) ha un chiaro significato fisico: il momengalare e costituito dalla somma
di un componenterbitale (il termine I?QCM X I3CM) e di un componenteterno o intrinseco
che rappresenta il momento angolare dovuto al moto dehssstesl suo CM. Nel caso della
Terra la prima parte da il contributo del moto di rivoluzé&omtorno al Sole (per questo si
chiamaorbitale) e il secondo contiene I'effetto della rotazione diurndal@erra. Nel caso di
un elettrone in orbita dentro un atorﬁ@M corrisponde allspin, S.

238 Derivando I'equazione (94) rispetto al tempo la || Equaei@ardinale si spezza in
due parti distinte:

d(Reum X Pew)
dt

95 .
(95) Con
dt

= Rem X Fror

z?i/ x Fi = Klor

Come si vede la variazione del momento angolare orbitaleefiagche si avrebbe per un punto
materiale soggetto al momento della sola risultante d@tettorze (e quindi per definizione di
tutte le forzeesternen virtu del principio di azione e reazion&12)).

Per quanto riguarda il momento angolare intrinseco, bisagnsiderare il momento delle
forze calcolato nel CMK/ o, = ST x Fi.

239 Forze apparenti Nel caso che il CM compia un moto accelerato il sistema dririfento
non e inerziale. Ci si pud quindi domandare se nel calcelontomento delle forze rispetto al CM
occorra includere anche le forze appar@rﬁ?f): -ym Acw (141). Larisposta & che non & necessario:
infatti il momento delle forze apparenti rispetto al CM @mticamente nullo, come si puo facilmente
dimostrare (vedi sotto I'analogo caso della forza peso).

240 Campo della forza pesoSe un sistema di corpi si trova nel campo della forza peso,
in cui le forze sono proporzionali alle masse dei singolpcerhanno tutte la stessa direzione
e verso, allora queste forze hanno sempre momento nullettasgl CM. In effetti

R{I'OT = z?ll xFi
(96) =S T xmg
= (3 mf)xg=0

L'ultimo passaggio segue da quanto e stato dett@i?)( Ne deriva ad esempio che per un
corpo pesante che catlgy, rimane costante.

241 Scelta del poloFacciamo notare che nel caso generale il valore dei momipetide

dalla scelta del poIoE quindi opportuno scegliere il polo in maniera da rendetespmplice
la soluzione del problema.
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242 Sistemi di forze a risultante nulla Se un sistema di forze higsultante nullaallora
il momento totale di dette forze € indipendente dalla scddtl polo. Infatti:

—

Ko = z(?i_ﬁO)Xﬁi:z(?i_ﬁQ+ﬁQ_ﬁO>Xﬁi:
= z(?i—ﬁQ)Xﬁi+(ﬁQ—ﬁo)XzﬁiZRQ

=0 in quantoy F{=0

Questo teorema e specialmente importante quando si studasi di equilibrio, dato che in
essi la risultante delle forze dev’essere comunque nudamBtte quindi di scegliersi il polo
che si ritiene piu comodo per i calcoli.
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Dinamica dei corpi rigidi

243 Si chiamanaorpi rigidi degli insiemi di punti materiali le cui distanze relativenso
invariabili nel tempo. La posizione e I'orientamento di wrmo rigido sono completamante
descritte da 6 variabili: ad esempio, le 3 coordinate del Cive eangoli che specificano I'o-
rientamento del corpo nello spazio. Se il corpo rigido &itgo da punti materiali allineati
(esempio: una sbarra sottile, una molecola biatomicajeablastano 5 variabili in tutto.

Lo studio del moto di un corpo rigido pertanto puo affrostatudiando successivamente
(I) il moto del CM e (Il) la rotazione del corpo medesimo ritpeal CM stesso.

244 Equazioni del motoSono la PrimaZ04) e la Seconda Equazione Cardin28%).
Trattandosi di due equazioni vettoriali esse equivalgoseia&quazioni scalari, quindi suffi-
cienti a determinare il moto del corpo rigido che, come afloiavisto, ha solo sei gradi di
liberta.

Ne consegue che il moto di un corpo rigido € determinatoags@wmente se si conosce la
risultante delle forze esterne e il momento risultanteedelize esterne. Il moto del corpo non
cambiera se sostituiremo il sistema di forze con aegoipollenteche ha cioe la medesima ri-
sultante e il medesimo momento risultante. In particolategpessere utile sostituire il sistema
di forze con una forza e con una coppia appropriate (ossiarta fdeve avere intensita pari
alla risultante e la coppia momento pari al momento ristdan

245 Moto rotatorio intorno a un asse fisso Se la rotazione avviene attorno a un asse
fisso il problema si semplifica enormemente. In tal caso ibjgma ha un solo grado di
liberta, I'angolo di rotazione attorno all’asse. Nel cesli questo capitolo ci occuperemo di
guesto tipo di moto. Nel capitolo seguente vedremo il casaalelamento un moto in cui
I'asse di rotazione si muove.

Dato che esiste un solo grado di liberta ci si pud domandaitee servono due equazioni
cardinali. Ovviamente le loro soluzioni non potranno essedipendenti. Se I'asse di ro-
tazione passa per il baricentro &€ ovvio che quest'ultinfis®o, per cui la Prima Equazione
Cardinale avra come soluzioﬁaM = 0. La Seconda Equazione ci fornira I'angolo di rotazio-
neB = B(t). Se I'asse non passa per il baricentro quest’ultimo farénato rotatorio intorno
all'asse e la Prima Equazione avra questa soluzione. Lan8acci fornira ancora I'angolo
B(t) da cui potremmo facilmente determinare la rotazione detéatro senza bisogno del-
la Prima Equazione. Ne segue che per trovare la soluzionmadi sara sufficiente la sola
Seconda Equazione Cardinale.

246 Velocit nel moto rotatorio Il moto intorno all’asse di ogni punto che costituisce il
corpo rigido € ovviamente un moto circola@s( 67) per il quale abbiamo definito la velocita
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angolarew. Se l'i-esimo punto si trova a una distanzalall’asse di rotazione la sua velocita

e sara contenuta in un piano perpendicolare all'asse dziaia
e avra moduloy = wr;j

Secondo le nostre convenzioni la velocita angolare préngigno positivo se la rotazione
avviene in senso antiorario, negativo se in senso oragpetio all’ osservatore che guarda
lungo l'asse.

247 Momento d’inerzia Per scrivere la Il Equazione Cardinale abbiamo bisogno di un
relazione che leghi il momento angolare all’angolo di raiae. Per fissare le idee prendia-
mo un sistema di coordinate con l'asséungo l'asse di rotazione, immaginiamo il corpo
scomposto in particelle di mass®g, e consideriamo la componerntgdel momento angolare.

Come abbiamo appena detto 246) la velocitav; dei punti che compongono il corpo
giace in un piano normale all’'asse e vale in modygle- wr; (rj € la distanza dall’asse), per
cui

(97) Lzi =m ri? w
Sommando su tutti i punti e ricordando ofee= d6/dt:
(98) L= (Ymr?® w=186

La grandezza = S m r;i? si chiamamomento d'inerzialel corpo rigido rispetto all'asse di

rotazione. Essa dipende dalla massa e dalla forma del aoopohe dalla scelta dell’asse. La
(98) stabilisce la relazione cercata fra il momento angatdtangolo di rotazione, o meglio la

sua derivata temporale. Dato che la componente del momagtiaae e quella lungo I'asse
di rotazione si parla anche diomento assiale della quarditdi moto o momento angolare
assiale

248 Il Equazione cardinale per il corpo rigido Siamo adesso in grado di formulare la
Il Equazione cardinale nel caso di rotazione attorno a ua sso (assa):

dL,
Ky = —=
(99) £ dt

dovekK; & la componente lungpdel momento totale delle forze esterne memwtre I'acce-
lerazione angolare. La soluzione di questa equazione oigtéx di determinare la dinamica
rotazionale del corpo rigido. Come abbiamo anticipatoeredsvi un solo grado di liberta,
una sola equazione basta. Pertanto non ci occuperemo tsdle€@mponenti del momento
angolare.

Se il momento della forza e costante il risultato molto skre che I'accelerazione angolare e
anch’essa costante. Un esempio di momento costante @ aqpglicato dai ceppi dei freni alla
ruota di un vagone ferroviario. Se la forza di attrito vigdel suo momento sara semplicemente
FaR. La decelerazione angolare della ruota sara quindi

FaR
I
(i segno meno ci ricorda che parliamod#écelerazione).
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249 Energia dirotazione Il momento d’inerzia entra anche nella formulazione deke
gia cinetica associata alla rotazione del corpo. Questndip quadraticamente dalla velocita
angolarew. In effetti, tenendo presente chie= wr;, otteniamo:

1 1 n o 1 5
(100) Trot—ézmiViz—é(zmih)w—élw
E’ facile ricordarsi che il momento d’inerzia entra sia aealefinizione di momento angolare
che in quella di energia cinetica. Tuttavia si deve starenéita non fare confusione. Puo
aiutare la seguente corrispondenza mnemonica fra pungrialate corpo rigido in rotazione:

m<—=|
V<= W
p=mv<lw=L
1 1 5
“mv = Zlw
2 2
250 1l momento d'inerzia eadditiva ossia se si suddivide il corpo in molte parti, il
momento totale € la somma dei momenti delle varie partin@ui momento d’inerzia di una
massan che ruota a distanZ&intorno a un asse e semplicemente

| =mR

251 Ruota sottile Una ruota sottile possiamo schematizzarla come un insiemaske
mdisposte su un cerchio. Ognuna contribuiscemd®. Sommando tutti contributi

| =SmR =MR°

252 Ruota piena Il calcolo si puo fare sommando i momenti d’'inerzia di taniete
sottili una dentro I'altra. Rimandiamo al libro di testo plecalcolo che richiede un integrale.
Il risultato e per una ruota di mask&e raggioR:

1
| = MR
2

253 Asta sottileSiaL la lunghezza dell’asta Bl la sua massa. Rispetto a un asse che

passa per un estremo:
1

| = - ML?
3
254 Teorema di Huygens-SteinerSi chiama anche
Teorema degli assi parallelil momenti d’inerzial 1’ ri-
spetto a due assi paralleli tra loro, dei quali il primo e u/
asse passante per il CM ovvarentrale sono legati dalla /

relazione:

(101) I’ =1 +MD?

doveD ¢ la distanza fra gli assi dd la massa del corpo.
Per la dimostrazione si rimanda al libro di testo.
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255 Asta sottile Per trovare il momento d’'inerzia di un’asta sottile rispettun asse che
passa per il centro partendo dal valo2&3) si utilizza il Teorema di Huygens-Steine254)

formula per trovare
1

2
lcm = 7 ML

256 Momenti d’inerzia delle molecole Si usa spesso considerare le molecole come corpi
rigidi. Si tratta di un’approssimazione dato che la distaitteratomica nella realta non & costante a
causa delle oscillazioni molecolari.

Ogni molecola € quindi caratterizzata dal suo momentcediiia. Se la molecola ha una simmetria
gli assi principali d’'inerzia hanno la stessa simmetria. @sgmpio, se la molecola ha pmano di
simmetriail baricentro della molecola si trovera sul piano stesstiorA due assi principali si trovano
sul piano e il terzo & perpendicolare al piano.

Un caso particolare € quello della molecola lineare. Pestguil momento d'inerzidg rispetto
all'asse della molecola é zero. Gli altri due momenti d’zi@ sono uguali e valgono

(102) lh=l=1=%m7

257 Livelli di energia di rotazione Consideriamo una molecola, che ruota attorno ad un asse
principale. AlloraL = | w. Sostituendo nella (100) abbiamo

(203) E=Zw'l=—

La quantizzazione del momento angola284) impone che sid = nh, per cui abbiamo

252
(104) En=

Questa & la formula petiivelli rotazionali delle molecole!. Sostituendo i numeri e paragonando
i livelli energetici rotazionali con i livelli atomici si vée che i valori sono molti ordini di grandezza
inferiori. Questo corrisponde al fatto che gpettri rotazionalisono situati nell'infrarosso.

258 Assie momenti principali d’inerzia Sideve tener ben presente che il momento angolare
assiale & solo una delle 3 componentLdi che in generale non sussiste la proporzionalita Wettori
L e & (ossia in questo caso, pur essengo= wy =0, si puo averéy # 0,Ly # 0). La proporzionalita
si ha solo nel caso di un corpo rigido a forma di sfera, mergreup solido qualunque la relazione fra
la velocita angolare e il momento angolare € in genere Gioaig e variabile nel tempo.

Si dimostra tuttavia che per un generico corpo rigido, e datqualunque punto P, esistono sempre
almeno tre assi del corpo (passanti per P) lungo i giall sono paralleli e proporzionall: = L@, j =
1,2,3 | coefficientil; sono imomenti d'inerziaispetto a tali assi. Tali assi si chiamaassi principali
d’inerzia e, se passanti per il CM, si dicomentrali.

259 Corpo pesante girevole intorno a un asse fisso orizzongaPer risolvere la Il Equa-
zione Cardinale ci serve il momento totale delle forze estéungo I'asse. Tali forze sono (1)
la forza peso e (2) la reazione vincolare dell'asse. Quiéista per definizione passa per I'as-
se stesso e quindi ha momento nullo. Per calcolare il mondsita forza peso prendianm

LIn realta la formula quantistica esatta prevaie+ 1) al posto din?, ma la differenza & piccola.
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lungo I'asse di rotazioneesia I'asse verticale (diretto verso 'alto). Abbiamo

Kz = in Fiz
=—(>xim)g
=-MXcmg
= —Mgdsin@

(105)

In pratica quindi il calcolo si effettua come se avessimo untp materiale di massa pari alla
massa totale del corpo, localizzato nel baricentro che@gata distanzddall'asse (vedi figura
31).

I momento della forza peso quindi non e costante ma dipeatla po-
sizione del corpo tramite I'angol@. Notiamo che s® > 0 il momento

e giustamente negativo, dato che provoca una rotazionenisosorario |
(negativa). Viceversa €< 0 il momento provoca una rotazione positiva
in senso antiorario. Risulta dall’eq. (105) che se l'assgtéato sulla %
verticale del baricentrod(= 0), il momento della forza peso si annulla.
Se sospendiamo quindi un corpo rigido per un punto, lasolaritbero

di ruotare, esso si portera nella posizione di equilibdadl éaricentro si
trovera sulla verticale condotta sotto il punto di sospams. Se ora so-
spendiamo il corpo per un secondo pu@Xce lo lasciamo equilibrare, il
baricentro si trovera sulla verticale @. Dovendosi il baricentro trova- _
re lungo le due rette, necessariamente sara situatometbezione delle Fig. 31
due. Questo &€ un metodo per determinare sperimentalneptsizione

del baricentro di un corpo rigido qualunque.

260 Pendolo fisicoll cosiddettopendolo fisica& semplicemente un corpo rigido pesante
di forma qualunque che & incernierato e libero di ruotai@iab a un asse orizzontale.

Utilizzando la Il Equazione Cardinale in cui inseriamo il mento della forza peso (105)
abbiamo I'equazione del pendolo fisico:

| 8 = —Mgdsin@
Per angoli piccoli questa si riduce a

_Mgd

| )

(106) 0=

che non é altro che I'equazione dell'oscillatore armor(®8) conw = \/Mgd/I. La conse-
guenza e quindi un moto armonico con periodo

[
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261  Se per esempio il pendolo e costituito da un’asta sottilgeap a un’estremita
abbiamo

| =M¢?/3
d=1¢/2
(207) per cui

[2¢
T =2m /2=
TU 39

262 Problemidiurto. Pendolo balisticoll cosiddettgpendolo balisticeerve a misurare
la velocita di un proiettile. Questo viene sparato contrgpandolo fisico a riposo. |l proiettile
si conficca nel pendolo che inizia ad oscillare. L'energigetica iniziale del proiettile viene
ricavata misurando l'altezza massima che il pendolo ragggu
L'urto € certamente anelastico dato che una parte deligame
del proiettile si dissipa. Cosa si pu0 dire sul moto del mémd
dopo l'urto?
Non possiamo utilizzare la conservazione della quantita d
a moto dato che non siamo in presenza di un sistema isola (I'a
se del pendolo ¢ fisso) e inoltre c’eé anche la forza peso. Di
guest’ultima potremmo ignorare I'effetto, essendo I'ugtan-
taneo ed avendo tale forza un valore fin@d.§), ma la reazione

- vincolare esercitata dall’asse per non fare scappar vient p
- dolo puo (per definizione reazione vincolare) assumererival
Fig. 32 elevatissimi durante 'urto e quindi non & lecito trasclaa

Notiamo invece che il momento angolare si conserva: pos-
siamo infatti trascurare il momento della forza peso dwantempo infinitesimo dell’urto
mentre la reazione vincolare ha momento nullo rispettassi. Potremo quindi scrivere che
L;i = L;¢. Siccome la traiettoria iniziale del proiettile passa a distanz& dal polo abbiamo
semplicemente:

Momento angolare iniziale: Lz = mw/

(positivo in quanto I'asse e diretto verso di noi e il proiettile viene da sinistra). sikte-
ma composito pendolo+proiettile dovra necessariameuitalgmettersi in rotazione e il suo
momento angolare avra (appena dopo 'urto) il valore

Lyt = (I +m?) w

dovel +m¢? & il momento d’inerzia del sistema composito costituitttedsomma del momen-
to del pendold e del momento d’inerzia del proiettile che si & conficcatistatizal dall'asse
e vale pertanton/?.

Ne viene pertanto la seguente relazione fra la velocitalang e la velocita del proiettile

0— mévg
I 4+me2

Se il pendolo & una sbarra sottile di massa= M¢?/3 per cui

3m v
M+3m /
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263 Che succede alla quantit di moto? Abbiamo detto all'inizio che la quantita di
moto non si conserva. Controlliamo se € vero. Prima déd’Br= mw. Subito dopo l'urto il
proiettile ha velocitds = w/ ossia

3m
M +3m

mentre il CM del pendolo (situato nel centro dell’asta ossiistanza//2 dall’asse) ha una
velocitaVy = wl/2 = v; /2. Pertanto la quantita di moto totale finale vale

Vi 3(2m+M)
Pr=my + Mo —p 2\t
PN =R s Gmem)

e quindiP; > P, (lo studente dovrebbe verificarlo almeno in qualche casticotare). Se
avessimo applicato la conservazione della quantita dorastemmo ottenuto un risultato
sbagliato.

Vi = Vo

264 Paradosso?l fatto chePs > P potrebbe apparire paradossale dato che cio significa
una forza di reazione dell'asse rivolta nel senso positeltec:
Pi — PR
R, =
A
(At e la durata dell’'urto) ossia che spinge la sbarra inveceattenerla sull’asse. Ma non c’'e
nulla di strano: se la sbarra fosse libera tenderebbe areuiotgenso antiorario attorno al suo

baricentro e la reazione vincolare dell’asse dev’'essdreamso dellex positive per bloccare
tale rotazione.

265 Ampiezza di oscillazioneUna volta messo in movimento il nostro pendolo balisti-
co (consistente del pendolo originale e della massa che glcenficcata dentro) entrera in
oscillazione. Nel moto dopo l'urto ovviamente I'energia@snserva, per cui I'energia cinetica
iniziale di rotazione si trasformera in energia potereraban mano che il pendolo sale. Trova-
re 'ampiezza massima equivale a trovare 'altezza a ceiishharicentro del pendolo. Oppure
si pud procedere in maniera piu elementare. Considersedmpre I'esempio della sbarretta
sottile, se I'estremo libero della sbarretta salé dibaricentro sale dn/2. Pertanto I'energia
potenziale sara cresciutamighper il proiettile e diMgh/2 per la sbarretta:

(108) U = mgh+ Mgg

Scriviamo la conservazione dell’energia cinetica ugwaglo I'energia cinetica di rotazione
iniziale all’energia potenziale finale:

1M M
§(§+m)€2w2=(5+m)gh

da cui otteniamo

e % 3
(109) g (M+3m)(M+2m)
h
cosa =1-— 7

Si vede quindi che dalla misura Hio di a e possibile misurare la velocita del proiettilg,
Ovviamente occorre conscere anche le due masse e la gededtpendolo.
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266 Energia dissipata Trovare per esercizio quanta energia viene dissipatauniel]
verificando che é realmente inelastico (fidarsi € bene ma ..

267 Sara bene sapersela cavare se il proiettile non colpissiealaetta all’estremita. In

tal caso il momento angolare sara diverso e anche I'auntireaergia potenziale non sara
descritto esattamente dalla formula (108) ma da una abizassamile.
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268 Moto della ruota su un piano orizzontale Il rotolamento della ruota su una super-
ficie piana € un caso molto importante del moto di un corpigloig Tale moto € possibile in
virth della reazione di attritstaticofra la ruota e il piano.

Non e intuitivo che I'attrito in gioco sia quello statico

e non quello dinamico visto che la ruota si muove ri-
spetto al piano. Per rendersene conto approssimiamo
la ruota con un poligono regolare come in figura 33:
come si vede, il contatto fra ruota e piano si realizza
nel punto A che e fermo a causa della reazione di at-
trito statico. La ruota esegue un puro movimento di
rotazione attorno ad A (frecce) fino a che il punto A
entra in contatto col suolo mentre A si solleva ecc. Se
il coefficiente di attrito ruota-piano fosse insufficiente
Fig. 33 si avrebbe invece ungittamentodella ruota.

269 Momento angolare Utilizziamo I'equazione (94) per scomporre il momento ango
lare della ruota che rotola su un piano in una pﬁt@ﬁ x Pey € in una parte intrinseca di
rotazione attorno a un asse passante per il CM. La scomppsidiella || Equazione Cardi-
nale ci permette di trattare separatamente le due parti.ribzgapdelle due equazioni (95) in
guesto caso non dice niente di piu della | Equazione Cdelipar cui non ne faremo uso. In
effetti |I?%CM X ﬁ’CM| =R Ry, doveR € costante essendo il raggio della ruota, per cui il momento
angolare orbitale &€ semplicemente proporzionale allatipaadi moto della ruota. Per la Il
Equazione abbiamo bisogno di calcolare il momento dellesfoispetto all’asse di rotazione,
cosa che faremo in un caso particolare.

270 Ruota trainata da una forza Schematizziamo la ruota come un cilindro omogeneo
di massav e raggioR posto su un piano orizzontale (vedi fig. 34) e con I'asse lungssendo
il cilindro omogeneo, possiamo considerare solo la suapiane sul piana,y contenente il
CM, dato che le risultanti delle forze sono contenute inadpténo. Oltre alla forzdest =
F @, applicata nel CM (O), sulla ruota agisce la reazione vim@odli attritostaticq Fa, che &
applicata nel punto C di contatto col piano e che impedidegabta di strisciare.
L'accelerazione del CM della ruota si ottiene dalla | Eqoagi Cardinale:

. Festt+F F—F
(110) Rew= 1" =

La velocita angolare della ruota sara diretta coam(la ruota avanza verso destra). In

Acm
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Fa

Fig. 34

virth del fatto che non vi & strisciamento si tie= Vcy /R. Infatti in un tempadt la ruota gira
di un angoloda = wdt e avanza di uno spaz® da =V dt. Utilizzando questa relazione e
I'eq. (110) possiamo scrivere:

._1- _AcM_F—Fa
(111) W=gVon = 12" = VR

Poiché il cilindro ruota attorno al suo asse che eagse principale d’inerzidl suo mo-
mento angolare ¢ parallelo alla velocita angolare: | :

(112) : .. Awm_R

dove abbiamo usato il fatto che il momento d’inergger un cilindro omogeneo di maskh
e raggioR valel/, MR?,

A questo punto non abbiamo ancora utilizzato la Il Equaz©aedinale. Questa equazione
impone chedL/dt sia uguale al momento delle forze rispetto all’asse, e quiostituisce
una seconda condizione che dev’essere rispettata insiéneg.a(112). Al momento delle
forze rispetto all’asse contribuisce solo la reazione ditat(infatti la forza esterna, essendo
applicata nel CM, ha momento nullo). Il momento della forzattdto € —RF,; e otteniamo
quindi:

: (F—Fa)

L=-RRK e pertanto, usando la (112) = Fa

da cui ricaviamo per la reazione di attriig= F /3 e in definitiva:

2F
113 £
(113) Acw =51
Dalle equazioni otteniamo anche chg, = 2F;/M e, tenendo conto chg, < psMg, vediamo
che I'accelerazione (o la decelerazione, in caso di fr¢rttana ruota piena trainata da una
forza non puo mai superargisg).

271 Asse istantaneo di rotaziond asse che corrisponde alla zona di contatto fra il cilindro
il piano si chiamaasse istantaneo di rotaziond# nome discende dal fatto che rispetto a tale asse il moto
del cilindro si riduce a una pura rotaziorfé.quindi come se tale asse fogsantaneamentéermo. Il
moto puo essere risolto anche usando come polo un puntdesastse (C, vedi fig. 34). Il momento
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della forza di attrito in questo caso e nullo, e cosi pureliqudella forza peso, mentre il momento della
forza esterna vale RF. Pertanto la Il Equazione Cardinale da:

- Ac

L=—I¢c ?M = —RF
Utilizzando il Teorema di Huygens-Steine25() Ic = lo + MR? =3 /,MR? e quindi ritroviamo il
risultato (113).

272 Energia della ruota Un'’ulteriore possibilita € quella di studiare il moto @etuota
usando il teorema delle forze vivé53). La reazione di attrito statico non fa lavoro, per-
tanto la sola forza che fa lavoro € quella esterna. Il lafatto per uno spostamentts del
CM vale quindiFdsed esso e uguale alla variazione di energia cinetica. Partquiguar-
da quest’ultima, utilizzando il teorema di Koenig e tenewdato cheVcy = wR possiamo
scrivere:

T= Vol +olo(2h)? = SV
Si vede chiaramente come I'energia cinetica della ruotasgperiore a quella di un punto
materiale di uguale massa e velocita. Nel nostro casaé€mento di energia cinetica causato
dalla rotazione € pari al 50 %. Utilizzando il Teorema dé&iee vive:

d(%MvCMZ) =Fds

Dividendo entrambi i membri pett (ds/dt = v e d(v?) = 2vdy) troviamo:

2F
Aev=3wm
ossia il risultato (113).

273 Carrucole di massa# 0 Finora abbiamo sempre parlato di carrucole di massa nulla.
In tal caso abbiamo visto che la carrucola, anche se in molimisa a variare la direzione
della forza diretta lungo il filo, senza che la tensione deldambi.

Se la massa della carrucola non puo essere trascurata quese piu vero. Infatti la
carrucola che ruota deve avere un momento angdtarg 0. Se questo cambia nel tempo
allora necessariamente deve esistere una coppia di momentoullo rispetto all'asse della
carrucola. Ma questa coppia e data dalla differenza detisioni della corda sui due lati
della carrucola, moltiplicata per il suo raggio. Ne segumdijuche le tensioni della corda,
in “entrata” e in “uscita” dalla carrucola, non saranno kesse se la carrucola sta cambiando
velocita angolare, ma avremo:

| w=R(T1—T2)

Detto in maniera non molto precisa ma che rende bene I'idegogo della tensione della
corda e spesa per fare accelerare la carrucola.
Possiamo applicare questa equazione al paral® §chematizzando la carrucola come
un cilindro di raggioR e massan, al quale e applicato il pedd:
mR.

|(:0:(72—T1)R — 700:72—71
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Ora, Rw & pari alla velocita del centro della carrucotlly/dt, per la condizione di non
strisciamento, per cui Si puo scrivere:

(114) %"V Y, S,

La risultante delle forze applicate alla carrucola (I'aggepreso lungo la verticale verso
l'alto) saraTi + T2 — (M +m)g.

(115) M+m)Y =T1+T2— (M+m)g

Sommando membro a membro la (114) e la (115) e tenendo coatfch F otteniamo che
I'accelerazione della carrucola vale:
2F — (M +m)g

116 Y =
(116) M+§m

Notiamo chen# 0 non cambia la condizione di equilibrio, ossia in tal casfmfaa € sempre
uguale al peso totale.

274 Paranco e teorema delle forze vive&semplici considerazioni energetiche (se non ci
SoNo attriti) possono aiutarci nella comprensione delmEaraAd esempio possiamo dimostra-
re facilmente la relazion&Y = Ay/2 (125).

Partiamo dalla relazione di equilibrto = 2Mg e (variando di pochissimie) spostiamo di
Ay I'estremoa’ della corda cui & applicata la forza (vedi fig.17). Il lavéatto dalla forza sara
FAy = 2MgAy. Ma se lo spostamento e eseguito a velocita costante @ heaoliamente non ci
sara variazione apprezzabile dell’energia cinetica adjujuesto lavoro dovra essere uguale e
opposto a quello della forza peseMgAY. Ne segue quindi ch&Y = Ay/2.

Il teorema delle forze vive ci permette anche di ottenerdnfente I'accelerazione del
paranco. Infatti il lavoro infinitesimo totale & dato @k — (M + m)g]dY mentre I'energia
cinetica si scrive:

1

1
_ = 2 T2
T= 2(M—Hn)VY —|—2I00

1 1
(117) = E(M+m)VY2+ZmR2w2
1 3
= Z(M+ZmW
2( +2 )y

Abbiamo quindi:
dT=(M+ gm)\/yd\/y = [2F — (M +m)g|dY

e dividendo pedt e semplificando otteniamo nuovamente I'eq. (116).
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Statica

275 La statica studia le condizioni necessarie per I'equitiloiei corpi rigidi.
Condizioni necessarie e sufficienti per I'equilibio di unpo rigido sono:

1. che la forza risultante che agisce sul corpo sia nulla;
2. che il momento delle forze sia nullo rispetto a un quaigiak.

Il motivo per cui nella 2. la scelta del polo pub essere dbtarbitraria discende dal fatto
che, perlal. le forze devono avere risultante nulla. Maallio virta della 242), il momento
delle forze non dipende dalla scelta del polo. Naturalmeot®rre includere nel calcolo delle
risultanti anche tutte le reazioni vincolari.

276 La bilancia Uno dei sistemi piu semplici di cui studiare I'equilibrela bilancia
schematizzata con un’asta imperniata su un @sgupporremo che I'asta sia priva di massa.
La bilancia e soggetta a tre forze

1. il peso delle massay, mp
2. lareazione vincolarR nel fulcro

La condizione di nullita della risultante delle forze ingal (m; + mp)g = R che semplicemente
fissa il modulo della reazione vincolare. Il momento risatiéadelle forze lo si calcola rispetto
a O. Nella figura I'asse e perpendicolare al foglio. La nalldel momento delle forze ci
fornisce quindi R ha momento nullo rispetto all’asse)

(mx1 — Mpx2)g = 0 per cui la condizione di equilibrio &

(118)
M1 X1 = MpXp

277 Scala appoggiata al muroUna scala appoggiata al muro € un caso leggermente piu
complesso. Anche in questo caso oltre al peso della scal@movtener conto dele reazioni
vincolari per ottenere la risultante e il momento delle &r8upporremo il muro liscio mentre
il pavimento, scabro, presenta una reazione di attritacstat

Dato che il pavimento e scabro la reazione vincolare delhpanto avra una componente
verticaleRay e una orizzontal®ax. Il muro & invece liscio la reazione vincolare e normale al
muro stesso e quindi orizzontalggy. In Fig. 35 sono disegnate schematicamente la scala e
le due reazioni vincolari. La forza pestg si immagina applicata nel Centro di Massa della
scala (ossia nel centro). Non e stata disegnata per ndiaedftroppo la figura.
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La condizione di azzeramento della risultante delle

forze ci da quindi:
RB
—Mg+ =0
Rax+Rex=0
| Per calcolare il momento delle forze siamo liberi di
o scegliere I'asse che ci fa piu comodo. Sceglieremo
I'asse passante périn modo da azzerare il momen-
to delle due reazioni vincolaRax € Ray. Nel calco-
lo del momento della forza peso applicheremo la for-
za nel baricentro della scala (105) ossia a meta della
R, medesima. Otteniamo quindi:
L .
Mg—sina —RgxLcosa =0
A 2
_ Ottenendo da quesRgy e sostituendolo nella seconda
Fig. 35 delle (119) troviamo che
M
Rax = —79 tana

e dato che per la reazione di attrito vale la condizifRg/Ray| < Ys troviamo che la scala si
trova in equilibrio (non scivola) se

(120) tam < 2s

Pertanto se il pavimento e liscipg(= 0) la scala non scivola solo se e perfettamente verticale
(a=0).

278 Trave In figura si vede una trave fissata da un lato a un muro tram#ecamiera
e dall'altro sostenuta da un tirante anch’esso fissato abmua trave ha un pesblg e ad
essa sono applicate negli estremi la reazione vincolareitga dal murdR; e dall'altro la
tensione della fun&. La condizione di equlibrio delle forze ci dice

lungo x: Ricosa = T cosB

(121) . .
lungoy: Ry sina 4+ T sinf3 = Mg

Notiamo prima di tutto che, mentf@ € noto (I'angolo che la trave forma col tirante)e
incognito e dev’essere ottenuto nella soluzione.

Per I'equilibrio dei momenti prendiamo per esempio il pokdla cerniera. Ricordiamo
(105) che ai fini del calcolo del momento la forza peso de€espensata come applicata nel
baricentro della trave (in questo casr& L/2). Otteniamo quindi:

(122) —Mg%+TLsinB:0
Abbiamo quindi 3 equazioni in 3 incognit& (R; e a). La soluzione e
Mg
- 2sinp
(123) Ri=T
a=p
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Dinamica dei fluidi

279 Si chiamandiluidi le sostanze che non hanno forma propria. La forma di un fluido
& in genere quella del recipiente che lo contién&uei fluidi che hanno volume proprio si
chiamandiquidi, gli altri sono igas

Lo studio della dinamica dei fluidi non puod esser fatto conrimmali metodi della mecca-
nica, dato I'elevatissimo numero di particelle in giocofalti, anche se potessimo risolvere le
equazioni del moto, saremmo di fronte all'impossibilitdpecificare le velocita e le posizioni
iniziali di ~ 10?2 molecole o atomi. D’altronde I'esperienza ci mostra chdonsfudio dei
fluidi non ci servirebbe a niente conoscere I'evoluziondéedghgole molecole, serve piuttosto
quella di porzioni di fluido estese su dimensioni macrosdopi Si cerca quindi di determi-
nare il moto di queste porzioni di fluido applicando ad essegigazioni della meccanica.
problema principale e tener conto di tutte le forze che teevaarti di fluido esercitano fra di
loro. Un altro problema sta nel fatto che il volume di fluidogenere non conserva la sua
forma durante il moto e a volte nemmeno la sua massa.

280 Densif Dato un volumetto di fluidaV la sua massa si esprime cohe= pdV,
e la grandezz@ = dm/dV viene chiamata densita del fluido. Essa in generale can®ia d
un punto all’altro all'interno del fluido. Se & costante iliflo si diceincompressibileuna
proprieta che & approssimativamente vera per i liquidi.

281 Velocita Se il volumettodV di fluido € abbastanza piccolo (pur avendo dimensioni
macroscopiche) potremo agevolmente parlare della suaitéeld_a misura della velocita di
un liquido si fa sperimentalmente mescolando ad esso delNep colorate e scattando delle
fotografie a intervalli regolari. In realta la velocitalldemolecole contenute nel volumetto e
molto diversa fra una molecola e I'altra, ma quello che detea la velocita del volumetto e
la media di tutte le velocita molecolari, ed essa non cartbiaaniera caotica. Inoltre non
cambia in modo drastico passando da un volumetto ad un atireov

Avendo assegnato una massa e una velocita al volumettosass dotato di una quantita
di moto pari apdVV. La risultante delle forze che agiscono sul volumetto ddfiudetermina,
in base alla legge di Newton, la variazione della quaniitaato.

282 Sidanno a questo punto due metodi differenti per lo studila déenamica dei fluidi:

1. punto di vistasostanziale Lagrangianq in cui si segue il moto di ciascun elemento di
fluido;

!Diciamo “in genere” perché se lanciamo in aria 'acqua eanota in un bicchiere il recipiente viene
momentaneamente a mancare, ma chiaramente lI'acqua nerpegspiesto di essere un fluido.
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2. punto di vistdocale o Euleriang in cui si studia come variano nel tempo le proprieta
del fluido (densita, velocita, ecc.) in ciascun puntoaspazio.

Le equazioni che si ottengono sono naturalmente diverseil Restro studio elementare ci
baseremo sul secondo metodo, quello locale.

283 Forze - PressiongCome esercita le sue forze un fluido sugli oggettiimmersssoe®
sulle pareti che lo circondano? L'esperienza mostra chstquierze sono trasmesse attraverso
le superfici di separazione fra gli oggetti e il fluido. Notiamer inciso che “oggetto” € un
termine del tutto generico: anche una porzione del fluidssst@uo considerarsi un oggetto.
Suddividendo la superficie di separazione in piccoli eleirgirareadS si trova che la forza
esercitata dal fluido € sempmermaleall’elemento e proporzionale alla sua area: si puo quindi
scriveredF = &,PdS (&, & il versore normale alla superficie, diretto dalla partpasta al
fluido). Il coefficiente di proporzionalit® si chiamapressionedel fluido in quel punto. Si
dimostra che esso non dipende dall’orientamento dellarBaigee quindila pressionee uno
scalare

284 Unita di misura della pressione La pressione, essendo una forza divisa un’area,
si misura nel sistema MKS in Newton”mQuesta unita prende il nome di Pascal (Pa) e la
pressione atmosferica vale circa 101000 Pa. Sono in useamnohltipli del Pascal (kPa e
MPa)?2. Unita tradizionali e ancora in uso sono:

e I'atmosfera “standard” che corrisponde a 760 mm di mercomigurati col barometro di
Torricelli, e che prende anche il nome di bar (sottomultiptobar) e vale 101325 Pa;

e il kg/ cm? (sempre molto usato per la pressione delle gomme) in cui & kyrealta il
kg-forza (pari a circa 9.8 N) per cui quest’unita vale cig&D00 Pa;

e il torr (o millimetro di mercurio) di cui 760 fanno 1 bar o 1 atm

Si tende spesso a confondere I'atm. col kg#cim realta la somiglianza & approssimata e del
tutto fortuita.

285 Fluido pesante: variazione di P con la quotaSi trova facilmente che la pressione
in un fluido pesante varia con la quaaecondo la seguente legge:

dP
dz
dove bisogna ricordarsi che a prigre funzione di(x,y, z). Sep = cost(fluido incompresssi-

bile) la (124) puo essere integrata trovando Bfe) — P(z1) = —pg(z2 — z1).
Ad esempio la pressione a una profonditsotto il livello del mare vale

(124) —pg

P=Py+pgh

doveP, € la pressione alla superficie, ossia la pressione atncesfeari come abbiamo visto a
circa 100 kPa. A 10 m sott'acqua quindi la pressione raddoppuesto pud provocare danni

2Sfortunatamente il Pa non & vicino a un multiplo “ragiorieVdelle unita usate in passato (come il kg/4m
per cui stenta ad attecchire nell’'uso corrente. Ecceziegea di lode sono i pullman di pellegrini polacchi, sui
quali le pressioni di gonfiaggio delle ruote sono indicateuayto in MPa!
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ai timpani, dato che si manifesta un sensibile dislivellgprassione fra I'esterno e I'interno
dell'orecchio.

In questo caso la pressione corrisponde quindi sempliceranpeso di una colonna
d’acqua di sezion&e altezzeh (pShg, divisa per la sezione della colonna.

La pressione atmosferica corrisponde al peso di una coldiana alta come I'atmosfera
(circa 20 km). In questo caso occorre tener conto del fatdelpressione varia con I'altezza
(rarefazione dell’aria).

286 Principio dei vasi comunicanti Se colleghiamo con un tubo il fondo di piu recipienti
pieni con lo stesso liquido vediamo che il liquido si portavdgioque allo stesso livello. Se
infatti il livello fosse diverso in due vash( e hy) la pressione nel tubo di collegamento sarebbe
diversa a seconda se la calcoliamo usamdoppureh;.

287 Seirecipienti sono riempiti con liquidi immiscibili con dsita diverse allora i livelli
saranno diversi per equalizzare la pressione nel tubo igarhento.

p1h1 = pohy

288 Manometro e barometro Il manometro € uno strumento che serve a misurare la
pressione. Il disegno dei manometri dipende dalle presslmsi vogliono misurare, dalla
precisione richiesta, dal tipo di fluido, ecc. Le forze diggiene possono ad esempio produrre
deformazioni maccaniche che agiscono su uno strumentcataie. Se la pressione da misu-
rare e quella atmosferica, si parla di barometro. Esisbamometri puramente meccanici (per
intenderci quelli che usiamo in casa) e anche elettricutsfno le proprieta di certi cristalli),
tuttavia la versione originale del barometro (inventatoedangelista Torricelli) € ancora in
uso e la descriviamo brevemente.

289 Legge di Archimede Consideriamo una porzione di volurivedi fluido di forma
gualunque. La forma che definisce la porzione e delimitatairmh superficie che separa la
porzione (al suo interno) dal resto del liquido (all’est®ri_a porzione di fluido e in equilibrio,
pertanto il suo pesMg = pjiqV g e equilibrato dalle forze di pressione

(125) > Fi=piqVy

Le forze di pressione sono esercitate per definizione daldloircostante, per cui possiamo
dire che il fluido esercita unapintaverso l'alto uguale al peso della porzione. La spinta
dipende solo dal fluido esterno al volume per cui non cambia gerzione di fluido viene
rimpiazzata da un oggetto che abbia la stessa forma, ad esempezzo di ferro. Questa
semplice (oggi) osservazione costituiscBriincipio o Legge di Archimedessia:

Un corpo immerso in un fluido riceve una spinta verso l'altoalg al
peso del fluido spostato

(126) Fa=piqV 9

E’ importante notare che la densita che compare qui € ajdell liquido e non quella del
solido.
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290

291 Moto laminare e vorticoso
292 Linee di corrente

293 Equazione di continuit

294 Equazione di Bernoulli Lequa-
zione di Bernoulli mette in relazione fra loro
la pressione, la velocita e la quota di un flui-
do pesante. Fu ottenuta dal fisico svizzero o
Daniel Bernoulli nel 1783. La dimostriamo  “1.
nel caso di un fluido ideale incompressibile.
Consideriamo in Fig. 36 un tubo di flusso di
sezione variabile. L'altezza e indicata con la
letteraz. In un tempodt dentro il tubo pe-
netra la quantita di fluido contenuta nel vo-
lumettodV = Sds = S v1dt, la cui massa
vale quindidm= pS;v1dt. La forza che agi-
sce su tale massa di fluidd¢= P, S; ed essa
fa quindi un lavoro (positivo)

Zy P,

1
dﬁ;l = F]_dS_]_ = P]_S]_V]_dt = BPldm

Fig. 36

Nello stesso tempo alla base del tubo esce la

stessa massa di fluiddm Deve uscire la

stessa massa per via dell’equazione di continuita e pedefidatto che, essendo il fluido
incompressibile, la densita dentro il tubo di flusso noo pariare. Il lavoro in questo caso
sara negativo dato che la pressione & sempre rivolta Verswno del tubo di flusso, e quindi
contro la velocita del fluido:

dlr =FRds = —P,Svdt = —%Pzdm

per cui il lavoro totalalelle forze di pressionesara
1
(127) dl = B(Pl —Py)dm

A questo occorre sommare il lavoro fatto daltaza pesq che € semplicemente dato da
dmg(z; — z2). Per il Teorema delle forze vivel$3) potremo quindi scrivere dquazione
di Bernoulli:

%dm(vg_v%) — ~(PL— P)dm+dmg(zi — 2)

=N

(128) . 1
é[3\,§+F>2+pg|22: Epvf+P1+pgzlzcostante

In pratica I'equazione di Bernoulli esprime la conservaei@aell’energia meccanica nel
fluido. E’ quindi evidente che la sua validita e ristretiachso di fluidi non viscosi, per i quali
le forze di attrito interno sono assenti.
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295 Teorema di Torricelli Prendiamo un recipiente di sezioBeiempito di liquido e
pratichiamo un forellino di sezion8 < Sa una profonditéh sotto il pelo del liquido. La
condizione sulle sezioni e importante dato che ci pernditteascurare la velocita con cui
il pelo del liquido scende: infatti per 'equazione di cantitavS= V'S e quindiv< V e a
maggior ragione? < V2. Le pressionP; e P, si possono considerare uguali entrambe alla
pressione all'esterno del serbatoio (quella atmosfepealui, se applichiamo I'equazione di
Bernoulli (128) a un tubo di flusso che va dal pelo del liquitifmeellino d’uscita otteniamo il
Teorema di Torricelli

(129) Vo =+/2gh

Si vede quindi che le particelle di liquido si comportano eotei punti materiali in caduta li-
bera da un’altezzh. Questo risultato non deve sorprenderci, dato che I'equazli Bernoulli
e stata ottenuta applicando le leggi della meccanica altécglle di fluido.

296 |l getto d’acqua da un rubinetto Vi siete mai chiesti come
mai il getto d’acqua che esce da un rubinetto si restringeecsinvede
in Fig. 37 ? La ragione sta nell’equazione di continuita borata con
guella di Bernoulli. Se applichiamo quest’ultima al tubdldsso uscen-
te dal rubinetto, possiamo calcolare come la velocita dedldl cresce
all'allontanarsi dalla bocca:

(130) v%:v§+§(P1—P2)+2gh

Per I'equazione di continuita dobbiamo quindi avere

S = S_I.% <§ e per il diametro del getto
2

(131) -
Dy, =D; 1 < Dq
V V2

Dato chev, € una funzione crescentetdiche va approssimativamente
per grandih come~ h'/2, il diametro del getto del rubinetto decresce
allincirca come~ h=%/4, Fig. 37

102



