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1 Matrici di Pauli

i, 1=1,23oppures=u2x,y,z2

(01 (0 =i (1 0
%=1 0) %=\ o %=\ 0 -1

7= (Uxa Oy, Jz)
autovalori ed autovettori
n = (ng,ny,n,) = (cos¢gsinf,sin¢gsinf, cosd) 7n-n=1

G-7|Es) = AP |£5)

A =
L+n, 1 ; cos(0/2) )

+5) = elo+ — — lat o
[+4) 2 ( e ) < e’ sin(6/2)

e [1—mng 1 e sin(0/2)
e 5 (L)< o (L0,
, L e (1
i—000)  di-o =g l)  a-s( ]
e VI
S Lo 1 0
ii=(0,0,1) 0N =0, ’+z>:‘+>:<0> |_Z>:|_>:<1>

formalismo di Dirac

0p = )= + [=){+]

proprieta
oi =0l
o 1
Tr(o;) =0
det(o;) = —1
(04, 0] = 2i€;550%
{oi,0;} =261

0,05 = (SZ]]I + ieijkak
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operatori di innalzamento e abbassamento

o ! 0
o0 = 0utio, =24y~ = [ 2 T\o
toTe Ty ~\0 0 0y _,(1
1) 7"\ o
| 0
o_ =2
| 0 0 0 (1)
o_=ax—wy=2|—><+|=(2 0) X
o | 4 =0

operatori di proiezione

_ 1 I1+nz mng—in,
P+ﬁ_|+ﬁ><+ﬁ‘_2<n;¢+iny 1—n, )

P ~_|_~><_d|_1 1 —nz —(ngy —iny)
2 —(ng +iny) 1+n,

1 1
(1))
1
P\ = 21402 = |4 r:(o 8) o N
IP_|_ :O
1
1
P_ =0
IP_=<1—az>—|—><—|—(8 (1)) O
e (3)= ()

I, & sono una base per le matrici 2 x 2

e

a1 22 az +1ia, ay— a
H=El1+E.¢ = B+ |E|ii-&
U(t) = emH#th — gmibot/ho=iida _ o=iEot/h(T cos(q) — ifi - & sin(av))

dove o = | E|t/h.



2 Funzioni di operatori

s = f I

fA) = > fIPy= > fN) N

AEo A AEo A

F(A) = X f(Agiag) X!

dove A = X Agigg X ~1 e X ha per colonne gli autovettori di A. o4 & lo
spettro degli autovalori di A.

A B _ e B solo se [A, B
eA+B+g(A,B) g( ,B

A B _ €A+B+%[A,B]

e’ e per operatori canonici: [A, B] oc 1

3 Principio di indeterminazione

(AA)*(AB)* = (C)*

I

dove:

A=A", B=B', C=(C"
(AA)? = (A%) — (A)* = (Y| A%[Y) — (Y[ Al)?
(AB)? = (B?) — (B)* = ()| B*|¢)) — (4| BJy)?

) = LA, B]+ L[A[A,B)| + LB, [B, A + ...



4 Equazione di Shroedinger

4.1 Equazione d’onda

Hy(@t) = maﬁf(f, )

ﬁ
7= —ihV
Lvive| ven = alay
om T Z, ] at Z,
0? 0? 0?
2 R [ [N
v 0x? * 0y? * 0z?

4.2 Equazione d’onda stazionaria

per gli stati stazionari
G(F, 1) = U)p(T) = e ()

H (Z) = E(2)
o, . , .
-5V V(@)| @) = B oo

4.3 Particella libera D-dim

Autofunzioni ed autovalori



4.4 Particella su un segmento (Buca infinita)

Autofunzioni ed autovalori

z €[0,L] Yn(w) = /2 sin(*2) n=1,2,3...

x € |—L/2,L/2] Uz
E

4.5 Raccordo della funzione d’onda in un punto z

Yr(z) =z <o) Yrr(x) = Y(x > 20)
energia potenziale non divergente:

Urr(xo) = Yr(xo) continuita della funz. d’onda
%(mo) = dd%(xo) continuita della derivata
energia potenziale V(x) = £aVpd(z — xo):

Urr(xo) = r(xo) continuita della funz. d’onda
%(wo) = dd%(xo) + %7%‘/02#(950) discontinuita della derivata

4.6 Delta di Dirac

0(z)=0 x#0
+oo
f0)= [ f@)dla)ds

1= /;OO d(z)dz

¢ una “funzione” (distribuzione) pari

se 'argomento & una funzione g(z)
)= oo T
{z:}:9(2:)=0,g' (xi)#0 g \Ti

rappresentazione integrale:

1 +oo |
d(x — o) = / ek@=0) g,

27 J oo

7



5 Teorema del viriale
H[y) = El)
2(0|T) = (|- VV[v)

dove T' = energia cinetica, V= energia potenziale.

Se V' ¢ a simmetria sferica e proporzionale a r™:

2([T 1) = n{W|V|)

E=|Ty) + (@VY)

{ (W[T|y) = #ng
(V) = 5FE



6 Coeflicienti di riflessione e trasmissione

La densita di corrente

T = =5 (Vv = Voy)

soddisfa I’equazione di continuita

V-J=0 per stati stazionari
J = costante per stati stazionari, 1-dim

1-dim: onda piana incidente da —oo su una barriera/buca

13

Yy = Aef1® + Be™*1%  stato stazionario asintotico prima della  barriera/buca
Y = Cetkrie « dopo la «
densita di corrente associate:
hkr, o 9
J1 = Jncidente + Riflessa = %qu — |BI)
RErr |, o
Ji1 = JTrasmessa = m (1CT%).
coeflicienti di riflessione e trasmissione
2
R— | /Riflessal _ |B|
[incidentel AP
2
T — |/ Trasmessal _ |C ki
[ ncidente! RN
R+T=1
6.1 Matrice di trasmissione e matrice di scattering
Yy = Aet*® + Be~™*®  gtato stazionario asintotico prima della  barriera/buca

i = Ot  De~ e “ dopo la

matrice di trasmissione M:

() =w(a)=(2 1) (3) vio-rv

det M =1 J = costante

M € 9 V([E) = V(—JZ>



matrice di scattering S:

(5)=5(5) = (e 1) (5)

SSt=5t9=1
M
=g, 0
11
1
T=|—1/
ST

10



7 Oscillatore armonico 1-dim

7.1 Rappresentazione nello spazio delle coordinate

h? 2
oo

2 92
C2m da? Ty

1
2
Autovalori ed autofunzioni

E,= hw(n+3)

P = Cp H,(€) e/ }”:0,1,2...00

dove

Hy=1
H1:2€
H2:—2+4€2

Hy = —12¢ + 8¢°

Gli autovalori:

hanno uno spettro discreto
sono equidistanti

I'energia dello stato fondamentale ¢ diversa da zero Ey = 1/2hw

Le autofunzioni:

sono reali a meno di un fattore di fase costante

hanno parita definita : sono (dis)pari per n (dis)pari
Un(2) = (=1)"Pn(-2)

hanno n radici reali

11



7.2 Operatori di creazione e distruzione (innalzamento
e abbassamento)

H
o =a'a+1/2

{ 0= \/5e+ p
T w4
a = 7;;51: \/27znhwp

[a,al] =1

mhw

r=/52— (a' +a)
b= T@'(GT—@)

{a n) =vn__ |n=1)
al|n)y =+vn+1 |n+1)

n) = 0} {nlm) = dnm

12



8 Il momento angolare

8.1 Algebra del momento angolare

[Ji, J]] = Zh€zgk<]k
=T+ I+ T
[J2, J,] =0 Vk=1,23

jﬂuw.{ﬂmm=#m+nmm

operatori a scala, di innalzamento e abbassamento
Jr = Jy, £1J,
J_=Jt
[J2, Jo] = £h
[J2,Je] =0
[Jy, J_] = 2hJ,
{Je, I} =2(J* = J2)

JoJ =J? = J?+ R,
J Jy=J"—J*—hJ,

Jilg m) = hy/(G —m)(j +m+ 1)]j,m+1)
J_ljm) = hyJ(j +m)(j —m+1)|jm — 1)

13



Rappresentazioni matriciali del momento angolare

8.2
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8.3 Armoniche sferiche

rappresentazione del momento angolare in termini di operatori differenziali

x =rsinfcos ¢

y =rsinfsin¢

2z =rcosf
L, =—il (y2 — z&) = +ih (sing 2 % + cot f cos ¢ 2 35
Ly, =—ih (22 — xaﬁyz) = —ih (cos¢ & — cot fsin ¢ 55
L,=—ih (xa% —yZ) =—ih 8
LP=L2+L[2+L12 =-1? [S;H%(sme)%w@%}

autofunzioni di L? e L,

[=0,1,... [ L2"(6,6)=RUL+1) Y{"(6,9)
—L<m <1\ LYM0,6) = hin Y60, 6)

Y,"™(0,0) = (0,¢ll,m)

rappresentazione esplicita delle armoniche sferiche

A

m=>0 Y™0,¢)=(-1)" ((21+1)E ;)1/ P™(cos 0) ™
m <0 Ym(9,¢) Y0, 6) = (1) v (8, )

dove P/™(u) sono le funzioni associate di Legendre, legate ai polinomi di
Legendre Pj(u) tramite:

Pr(u) = (1—u®)"? L2 P(u) 0<m<I
Pi(u) = i

integrale di normalizzazione

3071 dd*[ 2 1)) formula di Rodriguez

2T T ,
/ d / sinf.df Y, (0,8) Yo' (0, 6) = Sy
0 0

alcune espressioni esplicite (a meno di una fase arbitraria)

=0 YP = i
=1 Y= /2 cosé’— \/4‘1?
Vi = x /87r sin O eti® — %(wiriy)

=2 YY) = /7-=(3cos?0 — 1) = \/16%7(32??"2)

Vi = F/Bcosfsinfet = /12200

8 r 27‘
+2 15 +2i¢ [ 15 ((zEiy)
Y5 = /g sin 0 e = \/327r( v

15



Teorema di addizione

(204+1)

Z Yzm(ﬁl) Yim*(UAz) =

m=—1

P61 - )

16



8.4 Composizione di momenti angolari
J=lel+lel
J= i —Jdal - g1+ o

g1 dosgm) = DD |1 oy mama) (ji jas mamal|ji jo; jm)

mi meo
(J1 Jo; mimalj1 jo; jm) = coefficienti di Clebsch—Gordan
(1 23 mama|jr ja; jm) = (=1)7 72 (G jrs mamal gz i jm)

formula di ricorrenza

VGFm)G £m+1) (i jos mimaljs jos jym + 1) =

= \/(jl:':ml‘l'l)(jliml) (J1 J2; M1 F 1, malj1 jo; jm) +

+ \/(jz F ma + 1)(j2 = ma) (j1 j2; m1, ma F 1{j1 j2; jm)

fissati j; jo:

jm) = D> |mamy) (myma|jm)
[mimy) = ZZ ljm) (jm|mims)

(mimalgm) = (jm|mims)* = (jm|mims) € Re

j1><j2:]./2><]./2

L= 1 b
I E )

11
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9 Atomo di idrogeno

Autovalori ed autofunzioni

e, Ze?
- - nlm aea :En nlm 707
{va TWJ(T o)) Vi (1,0, 0)
1 d? L?
2—77 —_— —
Vv _rdﬂr K22

n=1,...00 { E,=-££ = —136eV Z%/n?
[ = 07 oen—1 wnlm(n 67 ¢> - Rnl(’/’) }/lm(87 (rb)
h2
ap = raggio di Bohr = —
me

Autofunzione radiale

h? 1 d? R2U(L+1)  Ze?
( ) — , }Rnl(T) = Eanl(T)

2mrdr2r om  r?

Ru(r) = Nu ple™?? L2 (p)

27
dove p= il
nao
N 27%% | (n—1-1)
" ag/Qn2 [(n+D1J?
k = +k p p!
s =% 0 (2 ) G

7 3/2
Ry = () 2 e~ 4r/a0
Qo

3/2
R20 = (> (2 — Z’f’/ao) e—Zr/2a0

3/2
Ry = (Z> 7Z7ﬂ e~ %r/2a0
2 \/§a0

19



10 Teoria delle Perturbazioni

10.1 Teoria delle Perturbazioni indipendenti dal tempo
H=HO 4 )\V

HORO)Y = EO|p©)
Hln) = Ey|n)

In) = [n©) + A\nM) + A2n@) 4. ..
E,=E® + AL 4 X2A@ 1

10.1.1 Caso non degenere

al primo ordine in \:

AL = (nO)|V|n(©)

n

k01| (0)
M) = S <E§L°)|7—|E,§>> 1)

al secondo ordine in \:

AL = (nOV]n) = 3, EOWVROE

n (0) _ 1(0)
By’ —E,
2\ _ <k(0) |V\m(0>><m(0> |V|n(°)) (k(O) |V\n(0)><n(0) |V|n(°>> k(o)
n = —
| > Ek;ﬁn Zm;ﬁn (ET(lo)iEl(CO))(ET(LO)iEgr(B)) (ESLO)iEI(Co))Q | >

10.1.2 Caso degenere

degenerazione di ordine g

Si diagonalizza la matrice g x g della perturbazione V' (nel sottospazio
D degenere)

Vi = (m/ OV m @)

> Vermm @) = AP (m/ 1)

meD

gli autovalori sono le correzioni dell’energia al prim’ordine;
gli autovettori sono la base imperturbata nello spazio degenere:

|l(0)> — Z (m(0)|l(0)> |m(0)>

meD

le correzioni al prim’ordine in A:

My =3 <k((z))|V|l((();)> £
wgp Ep’ — Ej 20



Se al prim’ordine (ad un certo ordine) la degenerazione non ¢ rimossa
totalmente (due o piu autovalori di V,,,7,,, sono uguali) si costruisce la matrice
della perturbazione al second’ordine (all’'ordine superiore):

O m®y = 5 (m' OV |EO) (kO |V (@)
kgD By — B

e i suoi autovettori costituiscono la base imperturbata per il sottospazio an-
cora degenere.

21



10.2 Teoria delle Perturbazioni dipendenti dal tempo
H=HO + \V(t)
HOpO) — E©)],0)
ihglb(t) = [HO +AV(D)][(t)
en(t) = (nOw(t))
ihde,(t) = B + X3, Vir(t) cx(t)
Calt) = an(t) e~ Bt/
ihdan,(t) = AXp eV, 1 (t) ax(t)

{ Vai(t) = (nOV (1)|£©)

1 st .
ag)(t) = %/o e“niTV, (T)dT

Probabilita di transizione dallo stato iniziale i allo stato finale f # i:

1 QW T
Pes(t) = lesOF = a0 = X [ 077, (ryar
Probabilita di transizione per una perturbazione costante:

A2 4
Proslt) = alViil? s’

(Ufit

5 )

Probabilita di permanenza nello stato iniziale ¢:

Peslt) = 1= S Res(t)

22



11 WKB: approssimazione semiclassica

formule di raccordo

=*(E) g(E,a’)
L R AN

=*(E) p(B,z’)
L R AN

dove

+2
\p(Ex)

—1

\/p(E,x)

p(E,z) = \/2m(E —V(x

)

B(E,x) = \2m(V (z) -

Condizione di Bohr—Sommerfeld

z2(F)
/ p(E,x')dx' =
z1(E)

Densita dei livelli energetici

dn m re2B)  dy!

dE — 7h x(B) p(E, ')

Coefficiente di trasmissione

22(E) B(E,z’)
Tr~e fwﬂE) Rode

E)

whin +1/2)

23
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sin (| [ BB gy | — /)



12 Formule

12.1 integrali
™

+o0 9
/ e dr =/ —
—0o0 (0%

+oo 2 dm oo 2 1 (2m—1!
e dy = (—1)™ / e dx = \/?< m—1)
a

—00 dOém

8

+ 1
/ e dr = —
0 Q

oo dm [+eo !
/ e dx = (=)™ / et dy = m >0
0

0 dao™ am+1

12.2 moto del centro di massa e moto relativo

L’hamiltoniano che descrive un sistema a due particelle di massa mq, ms e di
coordinate 71,75 e momenti coniugati pi, ps:

B2 h?
diventa
B2 h?
H=-——V% - —V?
QmVG QMV + V(|7)

effettuando il cambiamento di variabili

T = Maritmars 15 coordinata del centro di massa

mi1+ma
=17 — Ty la coordinata del moto relativo
DG = P1 + P2 il momento del centro di massa
p= % il momento del moto relativo
m=mj; +my la massa totale
= % la massa ridotta

24



